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INTRODUCCION 


La aparición de la presente colección de problemas de álgebra 
superior es el resultado de las clases llevadas en la Universidad 
estatal de Leningrado y en el Instituto Pedagógico. El libro está 
destinado a los estudiantes de los cursos inferiores de las univer- 
sidades e institutos pedagógicos para el estudio del curso funda- 
mental de álgebra superior. Los problemas de la colección se dividen 
notablemente en dos tipos. Por una parte, se ha recopilado una 
gran cantidad de ejercicios numéricos, destinados a elaborar hábitos 
de cálculo, y los cuales ilustran las reglas юке del curso 
teórico, Según opinan los autores, la cantidad de ejercicios propues- 
tos es suficiente para llevar Jas clases, deberes de casa y trabajos 
de control. 

Por otra parte, se expone una cantidad considerable de pro- 
blemas no muy difíciles, y otros difíciles, cuya solución exige de 
los estudiantes ahínco e inventiva. Muchos de los problemas de 
esta categoría van acompañados de indicaciones, incluidas en la 
segunda parte del libro. Los números de los problemas para los 
cuales se dan indicaciones, vienen marcados con un asterisco. 

Se dan las soluciones de todos los problemas; para algunos de 
ellos se expone la resolución. 


Los autores 


PRIMERA PARTE 


PROBLEMAS 


CAPITULO 1 
NUMEROS COMPLEJOS 


$ 1. Operaciones con los números complejos. 


1. (14-21) x--(3—5/) y—1—3i. Hallar x e y, suponiendo qu 
son reales. 
2. Resolver el sistema, suponiendo que x, у, 2, £ son reales: 


(12-0) x-- (14-22) y - (1 4-3) 2 - (1 4-41) 1=1 +5, 
(3—0) x -- (&—21) y -- (1 Fi) 2 -- 4i - 2—i. 

3. Calcular i", donde n es un nümero entero. 

4. Comprobar la identidad 
х4 (x—1—10) (х—1+) (4-14 i) (i47 1— 1). 


5, Calcular; 
а) (14-20% b) (2447-42-01 e) (1+20—(1—20. 
6. Averiguar cuáles deben ser las condiciones para que el pro- 


ducto de dos nümeros complejos sea imaginario puro. 
7. Efectuar las operaciones indicadas: 


ü—D—i, Qo 
Шет E 


8. Calcular {i , donde л es un número entero positivo, 
9. Resolver el sistema de ecuaciones: 
a) 8--0х--04--20)-2--6, (44-21) (2431) y=5+4i; 
b) (240) x+(20)y=6, (3421) x4(3—21)y=8; 
©) x4- yi —22— 10, —y +2 i2=20, ix +3ly—(1 +1)2=30. 

и 


10, Calcular: 

1 үчҮЗү, t гузу 
a (=E): E) 
«11. Sea a= —4+4-#®. Calcular: 


а) (або сш?) (а--5ш*+ co); b) (a+b) (44-90) (a+ Бо?) 
c) (a+ bo 4-с) + (а + bo* cw)’; d) (00° + bio) (бо? + аш). 


12. Hallar los números que son conjugados: 

a) con su cuadrado, b) con su cubo. 

#13. Demostrar el teorema: 

Si como resultado de efectuar una cantidad finita de operacio- 
nes racionales (o sea, sumar, restar, multiplicar y dividir) con los 
TMÚMErOS Хү, Хү, .... x, resulta el número и, entonces, al efectuar 
las mismas operaciones con los números conjugados Х,, Xas +- +s Хи 
resulta el número и que es conjugado con и. 

14. Demostrar que ха + y! = (5° 4-03)", si x+yl=(s +41)". 

15. Calcular: 


а) VE; b) V—8i; o Уз— d) Y= TF: 

e V—3-4; 1) V=T1F001, gY-—8T65 

h) V—8—685 i) VES, j) И8 6; к) 2—3; 
у ИНИ; m) V 1-1V3: n) УЛ 
9 Уз— уз. 

16. Уа = + (9-60). ¿A qué es igual У—а—Ы2> 
17. Resolver las ecuaciones: 

а) 2 —(2--0) x -(—1 4-70) 0; 

b) x*—(8—2/) x + (5—5i) = 0; 

c) (241) 4—(6—1)x+(221)=0, 


*18, Resolver las ecuaciones y descomponer sus primeros miem- 
bros en factores de coeficientes reales: 


а) +60 --9x*--100 —0; b) x*4-2x* —24x 4-72 — 0. 


18. Resolver las ecuaciones: 
a) x*—8x*--4—0; b) x*—30x1 4- 289 —0. 
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20. Componer una fórmula рага la resolución de la ecuación 
bicuadrada x*4px*+q=0 con coeficientes reales, que sea cómoda 
para el caso en que p'/4—y <0. 


$ 2. Los nümeros complejos en forma trigonométrica 

21. Trazar los puntos que representan a los nümeros complejos: 
1, =l, У, i, —i, iy 2, —1 +i, 2—31. 

22, Expresar los siguientes números en forma trigonométrica: 

aj b) ah; с) d) —i e) 14% 

0-146 g —I=á t) I—G 114113; 

р 14003; k) 1—03; ) 1—03; m) 25 

п) —3; o УЗ—; p) 24-03-61. 

23. Empleando tablas, expresar los números siguientes en forma 

trigonométrica: 
a)34-5 b)4—i; c) —2+6 d) —1—2. 
24, Hallar el lugar geométrico de los puntos que representan 


а los nümeros complejos: 
a) cuyos módulos son iguales a !; b) cuyos argumentos son 


iguales a ф. 

25. Hallar el lugar geométrico de los puntos que representan 
a los números complejos г que satisfacen a las desigualdades: 

а) [zd «2; b)|z—i]« t e) |z—1—i|< 1. 

26. Resolver las ecuaciones: a) | x| —х = 1 -- 2i; b) |x| +x —2 4- i. 

*27. Demostrar la identidad 

|l gl |x— y 2012-1018). 

¿Qué significado geométrico tiene esta identidad? 

*28. Demostrar que todo número complejo z, distinto de —1 
y cuyo módulo es igual a 1, puede expresarse en la forma p i 


donde # es un número real. 
29. ¿En qué condiciones el módulo de la suma de dos números 
complejos es igual a la diferentia de los módulos de los sumandos? 
30. ¿En qué condiciones el módulo de la suma de dos números 
complejos es igual a Ja suma de los módulos de los sumandos? 


#31. z y 2' son dos números complejos, и == У zz”, Demostrar que 


21412] - [5 | 


2 


z 
E 
5 ка|. 


32. Demostrar que si |z] < +, entonces 
арата <. 
33. Demostrar que 
(141143) (1 +1) (cos q + isen ф) = 
-2V2 [eos ($7 +0) sem ($5 +4)] n 
cos p-+ ¡sen y 


cos pse ° 


34. Simplificar 


35. Calcular 
(1—i V 3) (cos +i seng) 
PI) (08 q —isen y) * 
30. Calcular: 
„ гэ 
а а-у ы (АД) о (i D" 


IVY 


(—1+ ys 
US 


o 


ui 


*37. Demostrar que 
Р 
a) (14-08--23 (соо 8 Eisen): 
b) (Ү8—)* —2^ (cos Eisen); 
n es un nümero entero. 
*38, Simplificar (1 +0)", donde o = cos 2 -+i sen ®®. 
39. Haciendo 
—À— € 


determinar +3, donde л es un número entero. 
"40. Calcular (1-- сова + i sena)". 


*41. Demostrar que si ni 2cos8, entonces 


294 y= 2cosm8. 


42. Demostrar que 
(к: ^ _1+!!яла 
Tiga] ^i—iigna" 


43, Extraer las raíces: 
“ 


a Ул, b y2—9À] co у. 4 Vh e) Var. 
44. Empleando tablas, extraer las raices: 
а т b) W3—h c) VIFS 


45, Calcular: 


ta VE Ix. ә] "Гы 

a) Var b) Vai уз C 

46. Sabiendo que B es uno de los valores de Уа, escribir to- 
dos los valores de Za. 

47. Expresar mediante cosx y senx: 

а) соѕ5х; b) cos8x; c) ѕепбх; d) sen7x. 

48. Expresar tg бїр mediante tg q. 

49. Componer las fórmulas que expresan cosnx y sennx me- 
diante cosx y senx. 

50. Representar en forma de un polinomio de primer grado en 
las funciones trigonométricas de los ángulos múltiplos de x: 

a) зеп°х; b)sentx; c) cos'x; d) cos*x. 

*51. Demostrar que: 


а) 2m cosa х= у Ch, cos 2 (m—h) x-- Ci 

b) 21» соз $ Ct, сов (2m—2k +1) x; 

c) 2^ senta x= 2 P пуме ACE, cos 2(m— B). +O: 
d) 2 ертн А (CL Сын sen (2т —2#-- 1). 


#52. Demostrar que 2соз тх = (2 cos x)"— 
= 


— cos х)" (2cosx)""*—...4- 
man stp эн не os ei T 
sen mx 


mediante cos x. 


353. Expresar y 
*54, Hallar las sumas: 
a) 1—С%-+С%—С%+-...; b) Су-1--С5-01--... 


*55, Demostrar que: 


a) т С, С... =} (271-23 cos 27); 


b) Сас... (еп); 


n 
ссор... d (f dts 2). 
*56. Hallar la suma 
C4 Cti CAC 4... 
57. Demostrar que (5--0)"4-(х--00" + (e aot" B4 ++ 
+ 3Сх”-*а?--... --SC5x^7"2", donde o = cos --isen z, yn 


es el máximo número entero, múltiplo de 3, que no supera a т. 
58. Demostrar que: 


а) 1--01--С1--- (94200857); 
b) Cj -- CECI. = (2942008 022); 


©) бб C14... q (242008 E) , 

59. Calcular las sumas: 

а) l-Facos q4-a! cos 29 +... + а“ cos Аф; 

b) sen o + a sen (p +A) + a* sen (p + 28)... Fat sen (р 4- Rh); 
€) -yH cosx cos 2+... + cos nx. 

60. Demostrar que 

sen ZE! sen E 


senx-+sen 2x4... +sennx= 7 
LI 


61. Hallar 
1 1 П 
Jim (1 cosx feos 2e +... +g cosne) 
62. Demostrar que si n es enlero y positivo y Ө es un ángulo 
que satisface а la condición sen $=; , entonces 


cos +cos 7 +... + cos L0 п sen n0, 


63. Demostrar que 
16 


a 3л. E та LN 
a) cos ¡[+ cos үү + cos TT + cos TT + COs TT ==, 
BE НА 
Tr 2? 

а зл за Ta 9л lin or 
с) соз тз + cos 13 + COS үр + COS 3 ++ C08 TF COS “р 3. 


b) соз 25 + cos 99 -соз 5 соз Ecos 


64. Hallar las sumas: 
а) сов8--с03(04-1)--с08(44-21)--... 

«E (-1)7tcos [a+ (n—1) А); 
b) sena—sen (a 4- A) + sen (a+ 2h) . 
...+(—1)"sen [a+ (n —1)8]. 


65. Demostrar que si x es menor que ја unidad en valor аһзо- 
luto, entonces las series 


а) cos + x cos(a + В) + 3* сов (+ 28) +... 
... H cos (а +пв)+ ..., 
b) sen ог + x sen (2 + B) + x* sen (04-28) + ... 
EXP sen (+ np) +... 
son convergentes y sus sumas son iguales a 
коза —x cos (a—f) sena —xsen (a—f) 
9х созба ' клы * 
respectivamente. 
66. Hallar las sumas: 
a) cos x-- Су cos2x +... + Сп соз(п-+ V) xz 
b) sen x + Са sen 2x +... + Са sen (n + 1) х. 
67. Hallar las sumas: 
а) созх— Су cos 2x + Съ cos 3x—. . . + (—1)* Са cos (n + 1) х; 
b) sen x —C; sen 2x + Са sen3x — . . . + (—1)* Cz sen (n+ 1) x. 


*68. ОА, y OB son los vectores que representan a 1 e i, res- 
pectivamente. Desde O se ha levanfado una perpendicular OA, 
а AB; desde А, se ha trazado una perpendicular 4,4, a 04, 
desde A, se ha frazado una perpendicular 4,4, а А.Д, elc., se- 
gún la regla: desde А, se ha trazado una perpendicular А,А 
а 4,.,4,.,. Hallar el límite de la suma 


ОА, НАА, АА... 
*69. Hallar la suma 
sen’ x -- sen? 3x 4- . . . -- sen! (2n — 1) х. 
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70. Demostrar que 


а) cost x-cost2x4. cocos n= + 0 Dum a. 


3senx 
" (n— 1) 
b) зепех ор зеле 2x + sent nr= SI Dente 


#71. Hallar las sumas: 

а) cos? x соѕ* 2€ 4- . . . +008 nx; 

b) зеп? x--sen?2x 4- .. . + sen? nx. 

*72. Hallar las sumas: 

а) соз x + 2cos 2x + 3 cos x +... FN cos nx; 
b) sen x+ 2sen2x-L-3 sen 3x +... + 1 зеппх. 


73. Hallar lim (1+ £)" para ®=а+М. 
AS 


74. Definición: er= lim (1 4%)". Demostrar ques 
a) '=1; b)e'—-—l; 
c) еВ еке; d) (e)* —e** рага k entero. 

$ 3. Ecuaciones de tercero y cuarto grado 


á 75. Resolver las ecuaciones siguientes por la fórmula de Car- 
апо: 


8) х*—6бх-+-9-=0; b) x + 12x--63 — 0; 

с) x" --9x* + 18: +28=0; d) x" + 6x 4- 30x 4-25 — 0; 
e) à —6:--4 =0; ђ 0+6:42=0; 

y) х*+18х-+15=0; h) х*—3х'*—3к--11=0; 
1) x 4-38 —6x 4-40; ју x —9x—26 —0; 

k) х44-24х--56--0, 1) x1+45x—98=0; 

m) x? 4-36 —3x—1 =0; п) дз —6xt --57x —196— 0; 


о) х -3x—2i — 0; 
4) X9 — Sab + a? +b? —0; 
1) хе — Sabfgx + [ga + [о — 0; 
s) #—4х—1=0; 1) *—4x42=0, 
*76. Aplicando la fórmula de Cardano, demostrar que 
(х,—х„)* (х) (4 x.) = —4р* — 219*, 
si Хү, Xa, X, son las raíces de la ecuación x*4- px--q —0. 
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p) $9 —86ix +4 (1—i) =0; 


(La expresión —4p*—27g* se llama discriminante de la еёша- 
ción x*-- px--q— 0). 
*77. Resolver la ecuación 
(x1 —3qx + p? —3pq) —4 (px -- g =0. 
*78. Deducir la fórmula para la resolución de la ecuación 
x — бах? + Ba'x —9b — 0. 
79. Resolver las ecuaciones: 
а) x! —2x3-- 2x33 4x —8--0; b) x* -- 233 — 2x1 4-6x—15 —0; 
с) س 2 ری‎ d) *—4 4-3: + 2 —1 =0; 
e) x!—38- xt 4-4x—6 1) x* — 6x9 -+ 6x 4- 27x — 56 «0; 
8) —22 4-48 —2x + h) —х"— 3x? 4- 5x— 10 — 0; 
i) хе 228 4-8x* 2х + j) x62 4-6x: —8—0; 
k) #—6х* + 10х\—2х—8=0; 1) x! — 24" 441" +2: —5 —0; 
m)xt—x^—3i + + 120; n) à^—23—438-E 4x4- 1&0; 
о) 3*—2x*-xt--2x—1—0; р) x'—4x* — 20x: — 8x 4- 4 0; 
q) x—2x* 3x1 —2х—2 =0; г) х"— 6 +2х—1=0; 
8) 4&х*—4*-Е3&4—9х-Е1=0; 1) 4*—4х*—6х*-+-2х-1=0. 
80. El método de Ferrari para la resolución de la ecuación de 


cuarto grado x*--ax*--bx*--cx--d = 0 consiste en que el primer 
miembro se representa en la forma 


(Y —[(@+»—5*)=+(@—‹)‹+(@—4)] 
y después se elige А de tal modo que la expresión que figura 


entre corchetes sea el cuadrado de un binomio de primer grado, 
Para esto es necesario y suficiente que sea 


ako M 2 » 
(Po) 4 (+++) (2-—а) =0, 
es decir, que A sea una raíz de una ecuación cúbica auxiliar. 
Hallando A, descomponemos el primer miembro en factores. 


Expresar las raíces de la ecuación auxiliar mediante las raíces 
de la ecuación de cuarto grado. 


$ 4. Raíces de la unidad 
81. Escribir las raices de la unidad de grado: 
a) 2% 3: с)4: d) 6; e)8; f) 12 g) 24. 
82. Escribir las raíces primitivas de grado: 
a) 2; b) 3; c) 4; d) 6; e) 8; f) 12; g) 24. 


B3. ¿A qué exponente pertenece: 


а) = соз 09 + isen {жу si k= 27, 99, 137; 


b) a= cos Д hisen ig si 2—10, 35, 60? 


84. Escribir todas las raices de la unidad de grado 28 que 
pertenecen al exponente 7. 

85. Para cada raíz de la unidad de grado: a) 16; b) 20; c) 24, 
indicar el exponente al que pertenece. 

86. Escribir los "polinomios circulares" X,(x) para n igual a 

a)l; b) 2: c) 3: 4) 4 e) 5 f 6 g 7; һ) 8 1)9; 
ју 10; k) 11; 1) 12; m) 15; n) 105. 

«87. Sea в una raiz primitiva de la unidad de grado 2n. Cal- 
cular la suma 1 4-24-е*4+... 657, 

*88. Hallar la suma de todas las raíces de 1 de n-ésimo grado. 

*89. Hallar la suma de las Á-ésimas polencias de todas las 
raíces de | de n-ésimo grado. 

90. Poner sucesivamente en la expresión (x--a)", en lugar 
de a, las m raíces de 1 de m-ésimo grado, y sumar los resultados 
obtenidos. 

“91, Calcular 1--2&--3:?--...--ne""', donde s es una raíz 
n-ésima de 1. 

*92. Calcular 14-44-92 +... +n, donde e es una raiz 
n»ésima de 1. 

93. Hallar las sumas: 


а) cos + 2 cos з (со 0238, 


b) зеп E +2 sen & +... 4 (n— зеп 20002, 


*94. Hallar la suma de las raíces primitivas de la unidad de 
grado: a) 15; b) 24; с) 30. 

95. Hallar las raíces de 1 de quinto grado, resolviendo alge- 
braicamente la ecuación x*—1—0. 

96. ¡ap ande el resultado del problema 95, escribir sen 18° 
y cos 18% 

*97. Formar la ecuación algebraica más simple que tenga por 
raíz la longitud del lado de un polígono regular de 14 lados ins- 
crito en el círculo de radio 1. 

*98. Descomponer х"—1 en factores de primero y segundo 
grados con coeficientes reales. 

*99. Aplicar el resultado del problema 98 para demostrar las 
fórmulas: 


A. opa 
а) sen zz + зеп р... sen 


Р E ma 
b) sen * Sen aT °° Sen FT 


.. 
9100. Demostrar que CA т, 
donde 


e, = cos 22 + isen 27, 


*101. Demostrar que 
TE tet—20,cos0+1)=2(1—cosn0), 
si 
в,=соз ŽE pisen & . 
102. Demostrar que 
qe 


=0 


ni 
=j M-e 
donde e, cos 225 + isen 1. 

*103. Hallar todos los números complejos que satisfacen a la 
condición x—2"7*, donde Х es el con jugado de x. 

104. Demostrar que las raíces la ecuación А (2—а)" + 
+p(2—b)"=0, donde A, y, a, b son complejos, están situados en 
una circunferencia, la cual, "еп caso particular, puede degenerarse 
en una recla (n es un número natural). 

*106. Resolver las ecuaciones: 

а) (х+1)"—(х—1)*—0; b) (x 41)" —(x— i)" =0; 

с) х”—пах""1—С%азх”-%—...—а"=0. 


106. Demostrar que si А es un número complejo, cuyo módulo 
es igual a 1, entonces la ecuación 


(=) = 


tiene todas las raíces reales y distintas. 
*107. Resolver la ecuación 
cosg- Сі cos (Ф + a) x + C$ cos (фр + 20) x? +... 
.. + Ch cos (p+ na) x" — 0. 
Demostrar los siguientes teoremas: 
108. El producto de una raiz de 1 Бэ pus а por una raiz de 
1 de grado b es una raíz de 1 de grado ai 


109. Si a y b son primos entre sí, entonces x*—1 y x*—1 
tienen una raiz común única. 


а 


110. Si а y b son primos entre sí, entonces todas las raíces 
de | de grado ab se oblienen multiplicando las raíces de 1 de 
grado a por las raíces de | de grado b. 

111. Si a y b son primos entre sí, entonces el producto de una 
raíz primitiva de | de grado a por una raíz primitiva de | de 
grado b es una raíz primitiva de 1 de grado ab, y recíprocamente. 

112. Designando con (r) el número de raíces primitivas n-ési- 
mas de |, demostrar que q(ab)—q(a)q(5). si a y b son primos 
entre sí. 

*113. Demostrar que si n — ру!рг". -.ps^, donde py, pe «++» Pk 
son nümeros primos distintos, entonces 


1 1 
(r7) (ај 
114. Demostrar que el número de raíces primitivas n-ésimas de 
la unidad, es par, si n > 2. 
115, Escribir el polinomio X, (x), donde p es un número primo. 
11116, Escribir el polinomio Хт (х), donde p es un número 
primo. 
*117. Demostrar que para n impar, mayor que 1, Х,, (x)  X,(—x). 
118. Demostrar que si d está formado por divisores primos que 
figuran en n, entonces cada raíz primitiva de 1 de grado nd es 
una raiz de grado d de la raíz primitiva n=ésima de 1, y recipro- 
camente, 
*119. Demostrar que si n= „рих donde р, Pas «i Pr 
son números primos distintos, entonces X,(x)=Xn (4%), donde 


qm en (1— 


e 


Пээ 


5120. Designemos рог p(m) la suma de las raíces primitivas 
n-ésimas de |; demostrar que p(n)=0, si m es divisible por el 
cuadrado de al menos un número primo; p(n)=1, si л es el pro- 
ducto de un número par de números primos distintos; р (п) = — 1, 
si n es el producto de un número impar de números primos dis- 
tintos. 

121. Demcstrar que Био, si d recorre todos los divisores 
del número n para п = l. 


*122. Demostrar que Х, (х) = I1 (*—1)- (2) donde d recorre 
todos los divisores de л. 

*123. Hallar X, (1). 

*124. Hallar Х„(—1). 

*125. Determinar la suma de los productos de las raíces pri- 
mitivas n-ésimas de 1, tomadas dos a dos. 

*126. S=l Leet tett... 4e“, donde в es una raíz 
primitiva n-ésima de 1. Hallar |S]. 
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CAPITULO 2 
CALCULO DE DETERMINANTES 


$ 1. Determinantes de 2° y 3° órdenes 
Calcular los determinantes: 


2 з]. 2 Др sena cosa]. 
юа "t "ica i 21 sena] 
„| а с+@| |а ута sena сова, 
)|с-а o | 9|v—5 aij | 
cosa senaj. |, |tgo —1). | 
sen В cosp]" 1 gal’ 2413 1—17 
„| 1 igaj, | ja+bb+d|, |а a—b|. 
i) me 1 | Vac ед "lab a+b)? 
х—1 А © 
"| ги | 9-4 


СЭВ ӨТ 
donde ө == соз z -+isen F; 


LE 
o|: | 
ЖОЛ 
donde в == соз т. --isen . 
1 1-1 011 
128. a) |-1 (|; эп o ih 
=1 –1 0 1 24) 
а аа 114 
с a а x; фј 2 3; 
—a —a x 136 


по а Spes e 
1 соз $ +isen $ соз 2 +isen& 
Эл, 21|. 
1 соз + isen == E 
л 9 л Bn 2л 
cos —їзеп f cost? —isen 2t 1 
Vx 1 à 
|! e w|, donde o—cos $ -isen 
Low 
| 1 @ à А 
Њу || 1 œf, donde о = соз = +isen î. 
ool 


$ 2. Permutaciones 


129. Escribir las trasposiciones mediante las cuales se puede 
pasar de la permutación 1, 2, 4, 3, 5 a la permutación 2, 5, 3, 4, 1. 

130. Suponiendo que 1, 2, 3, 4, 5, 6. 7, 8, 9 es la disposición 
inicial, determinar el número de inversiones en las permutaciones: 

а) 1, 3, 4, 7, 8, 2, 6, 9, 5; b)2, 1, 7, 9, 8, 6, 3, 5, 4; 

с) 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1. 

131. Suponiendo que 1, 2, 3, 4, 5, б, 7. 8, 9 es la disposición 
inicial, elegir i y & de tal manera que: 

a) la permutación 1, 2, 7, 4, i, 5, 6, k, 9 sea par; 

b) la permutación 1, i, 2, 5, k, 4, 8, 9, 7 sea impar. 

*132. Determinar el número de inversiones en la permutación 


n, ж—], , 1, si la permutación inicial es I, 2, ..., n. 
*133. En la permulación бу, Gy, ..., c, hay / inversiones, 
¿Cuántas inversiones hay en la permutación dm, бугд, ..., о оў 


134. Determinar cl nümero de inversiones en las permutaciones: 

а) 1, 8, 5, 7, ..., 21—1, 2, 4, 6, 2n; 

b) 2, 4, 6, 8, ..., 2n, 1, 3, 5, ..., 9n—1, 
si la permutación inicial es 1, 2, ..., 2л. 

135. Determinar el número de inversiones en las permutaciones: 

a)3, 6, 9 Зп. 1, 4, 7, ..., 3n—2, 2, 5 „ За—1 

b) 1, 4, 7, ..., 830—2, 2, 5, ..., 3n—1, 3, 6, ..., Зл, 
si la permutación inicial es 1, 2, 3, ..., 3n. 

136. Demostrar que si а,, а,, ..., a, es una permutación con 
un número de inversiones /, entonces, después de reducirla a la 
disposición inicial, los índices 1, 2, ..., forman una permutación 
con el mismo nümero de inversiones /. 
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137. Determinar la paridad de la permutación de las letras 
t, r, m, i, a, g, 0, 1, si se toma por inicial su disposición en las 
palabras: 

a) logaritmo; b) algoritmo (en estas palabras la última letra 
о no se cuenta. Nola del T.) 

Comparar y explicar los resultados. 


$3. Definición de un determinante 


138. ¿Con qué signo figuran en el determinante de 6° orden 
los productos: a) аза ла а а Ања; b) ада а ааа? 

139. ¿Figuran сп el determinante de 5° orden los productos: 

а) аа... Б) Oxy? 

140. Elegir i y k de tal modo que el producto @, 0,42 ¿0:05 
figure en el determinante de 5° orden con el signo más. 

141. Escribir todos los sumandos que figuran en el determinante 
de 4° orden con el signo menos y que contienen el factor ay. 

142. Escribir todos los sumandos que forman parte del deter- 
minante de 5” orden y que tienen la forma 4,,05,0,,0,,0,. ¿Qué 
ocurrirá si de su suma se saca fuera de paréntesis ай? 

143. ¿Con qué signo figura en el determinante de n-ésimo orden 
el producto de los elementos de la diagonal principal? 

144. ¿Con qué signo figura en el determinante de n- 
el producto de los elementos de la segunda diagonal? 

*145. Basándose en la definición de determinante, demostrar 
que el determinante 


ésimo orden 


а, 0, ба ба Os 
В, Ba Pa б, fs 
a a, 0 0 0 
5,5000 
«4000 
es igual a 0. 
146. Basándose sólo en la definici 


ón de determinante, calcular 


los coeficientes de x" y x^ en la expresión 

WEI 2 

1 x1 =l 

tosla 2x 1 

i 31% * 

147. Calcular los determinantes: 

14/0 vs 000. 01 laa...a 
020 000 10 02a a 
а)|003 ТЕ] са эт» а с)|003 а 
T00,..00| A 
ооо п 


Observación. En todos aquellos problemas еп que de las 
condiciones del mismo no queda claro cuál es el orden del deter- 
minante, si no se ha hecho alguna restricción especial se supondrá 
que éste es igual ал. 

148. F(x)=x(x—1)(x—9)...(x—n+ 1). 

Calcular los determinantes: 


FO) Ка) РО) F (n) 
F(DF(2 FG) ЖЫ 
а) 
Fl) Ра) Р(а+Е®у ... Fn 
F(a) Еа) Ра)... Еау 
b) Еа) F'(a) F'"(a) Fertig) 


мори FA 


$ 4. Propiedades fundamentales de los determinantes 


*149. Demostrar que un determinante de n-ésimo orden, en el 
cual cada elemento a;, es el conjugado complejo del elemento api 
ез igual a un número real. 

*150. Demostrar que un determinante de orden impar es igual 
а 0, si todos sus elementos satisfacen а la condición 

27527543 


(determinante antisimétrico o hemisimétrico). 


бн. йш. os 
а а 


151. El determinante es igual a A. 


152. ¿Cómo variará un determinante si se escriben todas sus 
columnas еп orden inverso? 
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*153. ¿A qué es igual la suma 


Хо 
| t 
[E 


si la sumación se extiende а todas las permutaciones ea, a. ..., 9,2 
*154. Resolver las ecuaciones: 


)xk Ж с. мета 
la а... а» 
а 


5155. Los números 204, 527 y 255 son divisibles por 17. De- 
mostrar que 


es divisible por 17. 
*156. Calcular el determinante 


аг (a+ 1) (042) (9-3) 
B* (+ 1)? (B4-2)* (P-I-3)* 
Y + : 
6 (8+1) 


2 


157. Demostrar que 


bic сфа a+b abc 
ба са a+b, аб G 
да саћа, а,+6, а, 0, с, 
кан " am-rbp an+bq 
158. Simplificar el determinante em+dp en+dq || desarro- 


Папдојо en sumandos. 
159. Hallar la suma de los complementos algebraicos de todos 

los elementos de los determinantes: 

a,0 0... 0| 00...0 a 

940..0|. ,[00 


a) 


160. Desarrollar por los elementos de la tercera fila y calcular 
el determinante 


-1-1 1 


161. Desarrollar por los elementos de la última columna 
y calcular el determinante 


162. Desarrollar por los elementos de la primera columna 
y calcular el determinante 


$ 5. Cálculo de determinantes 


Calcular los determinantes: 
246 427 327 
164. | јод 543 343 


—342 721 621 
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nao : 
now ^-^ 
ane xem 
1 , аел 
$ СЕ гра У. ! 
те 111 : тээ Ces ==» 
Ө-чо ocoow {+ || 
-tog | стоое- ¿Pa Ses 
ARAS Sn i 3 885 = 
-nog | Фю-оо si VUE Б 
„айй о-тоо xul g ooo * 
ee MT Е я z ج‎ 
= = 5 $$$ оосо 
8 2 E 555 Suon 
8 ES oc--a 258 PES 
— ол шаг сс тов от 
ты Сен T * TES Чочо» 
menn MOOR mann зоо ТЭ z 24 
O8 212422 eos 11411 [ее ¿ye 2 
——m- hd эзен “Ya 
- ANTO ==. “os SRO- e 225 
E TS “nn 888 V TUI 
o= n= === ست‎ koo --5 833 
5 т а : 5 є = 
à Е £ Ё 4 É E E 


#181. 


*182. 


*184. 


*185. 


*186. 


#183. | 12 
2.9 
22 
. 9)n—3 n 222... 
. &—I2n—1 
| & Бон 0 
-11-8, 6 0... 0 0 
0 -11-56 =. 0 0 
0 0 ао о Iba b, 
оо 0 0%. —1 1-6 


а uh a+ ... а+{(п—1)һ 
—a a 0 0 


NNN 


*187. 


*188. 


*189. 


n n—l n—2 201 
= # Y 0 0 
0-1 4 0 0 
оо 0 a x0 
0 0 0 3 0 — 23 


! 0 


0 0 0 Ж 
1 2 0 0 ‚0 £ 
1 3 3 0 0 х! 
ы КЛЕТ жива e и 
1 n Cj Ci е 
1 npt Сы Сы... Сї" 


Calcular los determinantes: 


*191. 


*:92.] аа. a 
а х 
а 
ава... х 
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”194, 


*195. 


*196. 


*197. 


*198. 


*199. 


*200. 


(el orden es 2 -}- 1). 


*201. 

»202. 

»203. 

"ад. ја a 0 0 .. о 0 
1224b(atb) 0... 0 0 
0 1 га+аја+т. 0 0 
0 0 0 о Л 3a4(9n—1)0 (аљађу | 
0 0 0 0 -— 1 2a-+(2n+1)b 

*205. |х у 0... 0 | *206. | 14-х, 14-х... 14 
0xy...00 Lex 14 2px, 
000...xgJ| Lex Mox ... Lan 
y00...0x 

207. |d,--b, Biby ... 4-6, 
а 

9208. | 1--а, +, ах... ах, 

ах Ра Rx, - ах, 


2 Заказ 1371 33 


209. a'—a Pza... arm 
Quer, 


210. Demostrar que el determinante 


hla) f(a) ... fia) 
Таја) f (а) 


inad ыа) -.. Гал 


[,G) son polinomios en х, 
‚ y los números ај, dy, ..., d, 


es igual а cero, si f, (х), ў, (х). 
cada uno de grado no superior a n— 
son arbitrarios. 

Calcular los determinantes: 


5211. 123 4...л—1л 


— x 0 
0 0 00... ^ 
0.0006 
*212. |a, | х, 
$ 
° " 
0 
#13. | 0, а, а; ... Ga] “14.101 
=n х0 0 0 
0 0 


0 بوس‎ x 
0 00 ... ln х, 


9015. | та, (л—1)!а‚ (п—2)!а, 
—n х ° 


9 —(—1) х 
0 0 0 
216. |1 0 0 0 1 un 
la 0 0 0 n-ósimo orden 
Lia 0 о calcularlo. 
19 1 а о 
19 0 ! a, 
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Calcular los determinante 
217. |а+В ap 0 


1 0-8 op . 
*219. 
220. 
0 "1 2cosU 
0 
*221. 1 
x 
1 
*223. 


*226. 


*227. | 


0 218. |2100... 0 
0 1210. 
0 of- 


0 
2cos0 
хий, Хай, Хїї Хүйн 
Kia Хш, Хий, Хайн 


х, абай... ад, | 
аб, х, ad ss. а, | 
abs ау, а 


аф, а, ад, ч. Ху 


*228. 


229. Resolver la ecuación 


а 


Calcular los determinantes: 


*230, 


*231. 


*232. 


*233. 


3234. 


a00...006 
0a0 ..050 
00a 


00 
AA (de orden 2л). 
00b...a00 


0bo0. 0a0 

200... 00а 

1-0 —b —b —h 

1 ла —2% —% ... —(n—l)b 

1 (п Па а —3b ... —(n—l)ó С 
1(з—2)а a а... —(аз—1)5 


*235. 


ах b 
а ах 


یه 
ад" аме ад‏ 


*239. Demostrar la igualdad 


аы” TA 
СЭ о 


ш аңа. 
a, ац 0 


бо“ аи" де "~ 


Calcular los determinantes: 


*240. *241. 
171 EF е 
Ch Сыл... Chas 
< Chant 
9243. | Ch Се. 


" 
Cha буй. 


+244. | Спа Сёз... Сла 
Climas Chiman +++ ramas 


. Chm 


*245. 


iI n" n(an—l) п(п—1)(л—2) ... x^ 
*247. 
a «18 ®\26 D S at(n—1)6 
a id За ~ 39 da | 60 Cia- Ci 
a За, ba 49 10% | 106 Сіла. ! Rat 


а Ca Ciria 22 Спа + Сб 
*248. | х у y ... y у | "249. саа 
ааа... 


E 


251. 


“252. | uaa... а | *253. 


bap... р 
Брав... в 
hf fa... fi 
BBE а 


*254. 


*259. 


260. 


261. 


262. 


a ат hac-2h ... а+(п—1)һ 


ath — аж ар a 
a+2 a+3ha+4h яр . 
a--(n—2)h 
#256. ја b c d 
b ow 4 $ 
е da d 
d e 5 a 
a b с d e | g ћ *258. 
b wd / 7 
cdabghelf 
d. 6 b d л 12. 
e | g ha b c dl: 
НО EERO а Е. 
Е. 15408484 
ћ gTedecoba 
costat, 1 
созт, 1 
соз", 1 
1 1 = 1 
sen, send, ... пе, 
sen* фу Sen, ... sente, 
sent? L7] зепе“ ! фр, sen" "qa 
a (а— 1)" (а—п)" 
. (а—пу“ 
an | 


(a, +)" (а, + xP^7 ... а+х 1 
(а,+ ху GEP ou. е 1 
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263. | (20-19 (2л--2Р ... т (лу 
(2n— 175 (9n—2y7 ... n" Quy 


*264. 


*265. 


1 ... 1 
1 4-sen Фф, 1+sen фу 
sen q, + sen? Фф, sen Ф, + sen? f, 


€, зеп““3 q, + sen” q, ... sen р, + 
sen"! ф, 


sent”! q, -H sen" 


267. 1 1 ax d 
a) MU). E 
Pa (ко) Paix) oee Фила) |, 


P(t) Pa (а) ..- dali (xa) 
donde y (х)  x* а, А714... ag. 
268. 1 1 ... 1 


Е, (cos фу) Е, (cos fa) Г, (cos q,) 
Р, (соз qu) Р, (cos pa F,(cosq,) |, 


Faaa (cos Фа)... Funa (COS pa) 


donde Р, (х) = арх“ ах“! +... Ба 
40 


*269. 1 1 ss 


х, х, 5; \ 
(24) (554 © (1) 


donde (9) == 


*270. Demostrar que el valor del delermiuante 


para valores enteros de a, 0, ..., 0, es divisible por 
18710973 ... (n—1). 


Calcular los determinantes: 
#21. 11 2 з... R 


*278.| at afb, 
a afb, 


айн Grass 


274. ¡senta sen" 


сой | 
sent ta, sen'7?«, cosa, . 


22) 


Ш 


*275. apati ар | 


ага а" 


. a1 өш [m 


ай, dV OFT бана 


cos (1—1) q, 


*276. || соз» co 2 
П 4 ко 


cos f, 


Lost Gus я cos(n—1)q,. 


*277. |senin-- Па, sen ma, . 
senal lya, sun, . 


sene, 
sena, 


seni 11%, senna, 


*218. 1 1 .. ! 
sinD siei о. (х1) 
мо мк) ... (х, 10) 


TY 


9219:1,1 1.1 „280. | 1 1... 1 


E TL 
Цаг ха 


*282.|I--x, 1448... 147 
dx, dai. dona? 


281. 


1--х, 132... 14:32 


28311 x x мо | 28.11 x e e ом 
ют оох d 1 2x 36046 56 

1 2x dde 1 4x дз 069 25%4|. 
Agde 2х 1 Ly p у y 

1 2y 3y 4y 5у 


»285. [1 х 
] fe 
1 2x 
*286. 
»287. 
> Cry 
288. 


a) Escribir el desarrollo Че un determinante de cuarto orden 
por los menores de las primeras dos filas. 
b) Calcular el determinante 


12 
от 
20 
02 
empleando el desarrollo por los menores de segundo orden. 


с) Calcular el determinante 
2100 
y 2 10 
51211 
0012 


empleando el desarrollo por los menores de segundo orden. 


d) Calcular el determinante del problema 145. 
Calcular los determinantes: 


ој: 11009 Dja 0.00 

8 4 о 

3 6 100 0 0 O m EA 
4 914] 1 1p bh 0а, 0 
5 15 24 1 5 9 0d, 0с, 
9 94 38 ] 95 8l 

gi! 1 0 о 0 ijja оо a 
x X 0 005 x а В "n 
аб 1 1 Pa х Ва ГА 
m EES SSP ЖЕ? ҮҮ 
a b, X x3» d х Б SEES 
хэ! 0 0 04 & O банд % 


i) Aplicando el teorema de Laplace, calcular el determinante 
del problema 230. 


j) Aplicando e! teorema de Laplace, caleular el determinante 
del problema 171. 
К) Calcular el determinante 
11100 
12300 
Ф4 434 3 
@ xy Xy & Ж, 
1222 
1) Sean А, B, C, D los determinantes de tercer orden que se 
forman de la tabla 


[в 8 а 4] 
MS а, с, d, 


al suprimir la primera, segunda, tercera y cuarta columna, respec- 
tivamente. Demostrar que 


e ! ¢, d 0 0 

a, b c d, 0 O 

а 4 с d 0 0|. 

й 0 а a P 
0 0 a b c d 

0 0 a, b с di 


*m) Calcular el determinante de orden quince 
44 


0000 
2100 
] £0 di 
0021 
0012 


$ 6. Multiplicación de determinantes 


289. Aplicando la regla de multiplicación de las matrices, ex- 
presar en forma de un determinante los productos de determinantes: 


ајја 3 1 
311-3 
Ю 3 25 
EET 
lia 
2 41 d 
ep Ж 3 
Saa 2 
i-um 


BE 

- 8 4 

E —3 5| 
2 1-1 

1 

ij |3 1] ¡21 
ШЕ ЗЇ 10) 
2 


290. Calcular el determinante A multiplicándolo por el deter- 


minante 6: 


1 
24-1 
2 

на 

- 5 

b a=] a 
9 

a b 
ba 
93-16 4 
dc 


3 4 i 2 —3 —и 
з =E ¿fo 1 0 2 
о =p o o т Ир 
5 15 о о 0 1 

-2 3 1000) 

3 —2 2 1 0 0j. 

33210 

3421 

1 Ff 

اس وس 

1-1 

= 1 
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291. Calcular el cuadrado del determinante: 
1 1 1 i = l =i 

2 5 n 11, 

2 0 — il}? 

4 —2 Í 3 


—d —e b a 


u1, Onan, i an, sese 
¿A qué es igual el determinante 
Чо х) ч» (xa) 
ша qs) 


Mn- ү 


donde q;(x) = à; с са 

Aplica el reU. A Eb reê los problemas 
265. 267, 268 

Calcular j^ determinantes: 

3293. 


(cra, (0, +a)" ... (bn ај" 
(ау (Qu an)" ... (0, Ба)" 


IB Pase 
9294. | sci 22, зеп (2,4-0) ... sen(a, + ay) 
sen (a, 4-01) sen 2a, . sen (а, -- a) 


sen (а, 4-2) sen (a, 
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*295. 


*296. 


#297. 


*298. 

cos np 
cos(n + 1 
cos (n + 2) 
cos (п 4-3) 

+299. 


donde e == 
*300. 


So Sr 


)q (n+ 1) cos (п + 1) ф sen (n 
) ф (п +2) cos(n— 2) 4 sen (n 
) (п-- 3) cos tn 4-3) р sen (n 


СЭН 


а а а, 
(determinante ci 


m n ГА 
b —а -4 vo—* 
c d eoe 0 
d —c n —m —l 
1 —m b c а 
т 1 = d = 
n —p —d  —a b 
p n c == эй 
cosq sene созт — senq | 
cos 2p ѕеп2ф 2cos2p 2sen2q 
соз3ф sen dy 3cos3y Зѕеп |“ 
cos4q sen4q 4cos4q 4sendy 
n cos nq sen nq nsennq 


+19 (a+ disen(n 4-1) ф 
дур (04.2isen (n +2) | 
т З) (1-3) sen (n 4-3) 9 


301. Aplicar el resultado del problema 300 al determinante 


z y 


иг 
х и 
ГЭ. 
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2. Aplicar el resultado del problema 300 a los problemas 192, 
205, 255. 


Calcular los determinantes: 
303. Т Cia Cha. 0E d 
бы - GIF 531 


304. 
305. 

donde s = Ба, 
306. м Dipi 


Cri дата Суга 


309, | сох0 — cos20 ... cosnü 
cosnÜ cos0 ... cos(n—1)U 


. cosü 
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(del 


тер 


310. [sena 5еёл(44-0) sení(a-|-2h) . . . sen [a--(n-— 18] 


sen[a-r- (a — D] sena зсп(44-1) ... senfa -(n—2)]]|. 
ssn (e+) зебад) sen(a 3) ... sena 
«зип. jl эз. з 


ла 1 
2 8 4%... 
312. Demostrar que 


а, а, а, d, а d, 
а, а, а, а, d, а, 


= (а, + 3a, — Заз) (0 — an, —0, 
313. Calcular el determinante 


j. aî 4-201 — Sa0,. 


Ж ^ар | 
а кор Вас 
Ж, «е». ли 
884 


terminante hemicíclico). 
*314, Demostrar que un determinante ciclico de orden 20 puede 
resentarse como el prodi de un determinante ciclico de orden 


л por un determinante hemiciclico de orden л. 


315. Calcular el determinante 
а, my ps 
Ha, а, а,. 
Кад ра, а. 


Bd, ра, нщ... 
$ 7. Problemas diversos 
316. Demostrar que si 


а. (б) 
ал (x) 


А (х) = 


Фа) GaU <. 
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entonces 


ant au(x)... 
ant) а, (х) 


А' (х) = 


[аә ад(5) ..4. а(х) 
ds). al) -.. Qin (X) 
а) аљб) sss ay) 
AER. S. ИРЕКЕТКЕ KE 
ам (х) ал, (х)... али (X) 
317. Demostrar que 
Hj ја зоо la 
ча ds ам کا‎ S 
P LO HeD Y AS 
n 5 дах Ou Qua а 


donde A, es el complemento algebraico del elemento ад, 
318. Aplicando el resultado del problema 317, calcular los 
determinantes de los problemas 200, 223, 224, 225, 226, 227, 228, 
232, 233, 248, 249, 250. 
319. Demostrar que la suma de los complementos algebraicos 
de todos los elementos del determinante 


tji His. за» 
dio v 


es igual a 


Demostrar los teoremas: 

320. La suna de los complementos algebraicos de todos los 
elementos de un determinante no varía si a todos los elementos 
del determinante se les agrega un mismo número. 

321. Si todos los elementos de una fila (columna) de un deter- 
minante son iguales a la unidad, entonces la suma de los comple- 
mentos algebraicos de todos los elementos del determinante cs 
igual al determinante mismo. 

322. Caleular la suma de los complementos algebraicos de todos 
los elementos del determinante del problema 250. 
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*323. Calcular el determinante 


(a, +b) (ath 
b^ (a+ 


(a Yt 
ба, 4-b,)7 


@ 10... 0 0 


demostrar que 


ре а 
ا‎ тү 
БАГТ: 
П 
n 
Calcular los determinantes: 
5325. |са0 ... 00 326. 
bea... 00 
0bc...00 
000... са 
000 be 


en forma de un polinomio, dispuesto según las potencias de x. 


5t 


*828. Calcular el determinante de (2n—1)-ésimo orden, cuyos 
primeros t — 1 elementos de la diagonal principal son iguales a la 
unidad, los demás elementos de la diagonal principal son iguales 
a n. En cada una de las primeras 1—41 filas, n elementos situa- 
dos a la derecha de la diagonal principul son iguales a la unidad. 
en cada una de las últimas n filas, los elementos situados a la 
izquierda de la diagonal principal son n—1, n—2, ..., 1. Los de- 
más elementos del determinante son iguales a cero. 

Por ejemplo, 


511419 (11:11:40 

CISTI 011117190 

123001: 0011111 

01230 1234000]. 

00123 0123400 

0012340 

0001234 

Calcular los determinantes: 
*329. x 1 0 :а Y 8 
0 | 


330. | x 1 | 
ni х 
0 n—2 " 
0 70 00... rx 
зи. x a ф 0.24 9 
nal) x—1 w 0... 0 0 
0 (луба х2 За о o 


Г quw .... BE 


333. 


A 1-1 0843 aT 
334. Hallar el coeficiente de la potencia inferior de x en el 
determinante 
EN (14-хунн 
(14:5988: (14 x) А 


A A (1 4xje 


CAPITULO 3 
SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 


$ 1. Teorema de Cramer 
Resolver los sistemas de ecuaciones: 
335. 2s, — x,— х, 336. 


2x, + 4x4 = 31, 
Bx,-p xe 2x = 29, 
За — a+ ху=10. 


339. 


Эх, Бах, — x— x, - —6, 
БОКС хаза —4. 


340. ху1-23,-3х,--2х,--6, 


341. 
342. X,—3x,- 4x, = — 
X, —2x,4-3x,=—4, 
Эх, +2x, —5x,= 12, 
4хү4-Эх,--Эх, =5. 


343. 2x, — xy + 3х,4-2х, 
3 


344. x + xao x! 0, 
x,o—2x,J- Зх, + dx, -0, 
xa 6x, + 10%, 
| 10x,-+20x, 
„+ 5х,4-7х,--12, 
5х, + Тха + 
5x, HTA + xs 3a 
Tub xa dx, +5x, = 16. 
xl хулд, 
2x,— 2,1 Зх, 0, 
ах, Ant 9x,=0, 
8x,— 8,1 27x,=0, 


x +2, +3x,+ 
X 2x4 +, 
сл 
349. x Hix Ox, - Ax, К =, 
Xbox Ax F бх Ф 
хаф хх, 6032-0, 
Hirt gl x, +4, "О, 
dx, 4-6, + box + x=0 
$50. 2х,-- х, بود‎ X $-2 


ОЕА 
351. x, + 2x, + За + 4x, 2-52, = 13, 
2x,-- x, 4- 2x, + 3х, 4. 
Dx, -2x,-F x, + 2x + 3x. 
2x, +21, +2х, + x, 2x, — 6, 
2хү4-2х,4-2х4-0х,4- 3,223. 


X,— Хул-2ху-- х= 8, 
4x,-- 2x, 2x, — — 
— хф 2х,—3) 


Ах, 1 бх, 7x,— 2х,=0, 
Idx —25x, + х + 11x, =0. 


Comprobar que el sistema tiene la solución x, 
calcular el determinante del sistema. 
354. Demostrar que el sistema 


ax+by+cz+dt=0, 
bx —ay 4- dz —ct = 
cx —dy —az 4- bt 
dx- cy —bz—a 
tiene solución única, si a, b, с, d son reales y no son todos igua- 
les a cero. 
Resolver los sistemas de ecuaciones: 


355. ex, |- ax, +... | аи Вх, 
ахах obe seen orsa de x 
[ME 


donde a f. 


donde b,. bs, Bas а Bsr ==» В, son todos distintos. 


357. х, 
хүд 


xa 


donde c. &,., ..., а, son lodos distintos. 
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358. x, + x, + 
LN + 
XS de AN a 

donde о, &,, ..., son todos distintos. 

359. x, TX 

НЭЭ 


8 2. Rango de una matriz 


361. ¿Cuántos determinantes de k-ésimo orden se pueden for- 
mar de una matriz de m filas y п columnas? 
362. Formar una matriz de rango: a) 2; b) 
363. Demostrar que el rango de una matr 
a) al sustituir las filas por las columnas; 
b) al multiplicar los elementos de una fila o una columna por 
un nümero distinto de 0; 
2 al permutar dos filas o dos columnas; 
) al agregar a los elementos de una fila (columna) los elemen- 
tos de olra fila (columna), mulliplicados por algún número, 
364. Se llama suma de dos matrices de igual cantidad de filas 
y columnas, a la matriz cuyos elementos son las sumas de los 
elementos correspondientes de las matrices que se suman. Demos- 
trar que el rango de la suma de dos matrices no es superior a la 
suma de los rangos de las matrices que se suman. 
365. ¿Cómo puede alterarse el rango de una matriz si se le 
ян a) 1 columna; b) 2 columnas? 
lecular los rangos de las matrices: 


no varía: 


366. / 0 410 1 367. / 75 016 39 0 
4 818 7 171 —69 402 193 45 
10 18 40 17 J^ 301 0 87 —417 —169 
i mud 3 114 —46 268 82 30 
368. /2 11 2 369. /14 12 6 8 2 
1 04-1 6 104 21 9 17 
п 456 5] 7 6341 
2—1 5—6 35 301520 5 


31. 
6 
2—7) 


doe 


1 
3 -9 —1 
7 


2-1 —2 
1 
13--1-5 


3 


TEELT 
ec--e-e 
o то 
=-е-заг 
тээн 
= 

5 


) 


01010 
21.9: 1 
01010 


379. B 0202 


| 


) 


10100) 
11000 
011090[. 
001190 
101011 


880. | 


| 


378. 


4 
1—2 
—2 


3 
2—12 
-31 2 
01 —2 —6 
21-14 


2-11 
2 
1 
1 


u —13 —1 8 


$ 3. Sistemas de formas lineales 


381. a) Escribir dos formas lineales independientes. 
b) Escribir t formas lineales independientes. 

382. Formar un sistema de cualro formas lineales de cinco 
variables, de modo que dos de ellas sean independientes y las 
demás sus combinaciones lineales. 

Hallar las dependencias fundamentales entre las formas del 
sistema: 


383. y, = 2x, +2x,+7x,— хе 
god — x, DNF ka, 
= X XS X, Ху 

384. y= Эх, 4-2, — Bx, р Ao 
gum > Зх, dx 
Yo m 3х, + 5х, — 13 + Mx. 

385. y, = 2x, 3, —4,— X. 

—2x x4: 

—3x,— x, 4- Bx 
Ya = Зх, + 8x, — 9x, — 5x; 

386. у, = 2x + X,— x 
gm ху Бах + سوا‎ 

Хүч х, d 25x. 


387. y, хү4-2х, x, 388. 
у, = 2x, 3x, 2x. 
Jm ox, 1 2x, —2x,. 
Ax, 2х, + X, 
bab Ad & 


пак Sn Ах, 
«+ 3, + би, + 10x, 
па х | Ах, = 10, + 20x4 x. 

x, dd, a 
Хү- х,+2х, ‚Эх 


-p= + Xam By, 
d.d 


393. y ts Xe Bud 4n м, 
y te Me ۴ 


xy xa xg— 2x Xe 
Yara 2x — Хур х,-1-Зх,--2х„, 
2x,— Х,4-3Х,, 
Зх х,—2л, 
CE Te 


at Ха Хе 
х, —9х,4-2х,—5х,, 
Хү--3х, x 2, 


— х4 3x,— x25 
Lx — СА XQ— Ху 
Er kon x 2 2 


397. 


2x, 
-20 d — 5r — та ак. 


Elegir 7. yi ta) modo que la cuarta forma sea combinación lineal 
de las tres primeras. 


$ 4. Sistemas de ecuaciones lineales 
398. Resolver el sistema de ecuaciones: 


d, —2x,--x,-- xd, 
хх, х, X, 
3,— 2x, - бх, 


399. Elegir 2 de tal modo que el sistema de ecuaciones tenga 
solución: 
2хү- Хур Ху =l, 
Хүл-2хы-- x 4х,=2, 
x 7х, — A lin А 


Resolver los sistemas de ecuaciones: 
400. xt х,—3х 401. sob + эней: 
ir i dn 


a+ 
MM 
4m. Du xe 35-3. 403. x + 3х,++2х,=0, 
x— да ж; е0, 
хүн Злу Ба 4 


0, 
xi 3x, — Mix, хү |17х, 1 4х,-40 


406. x, — 2x, 4-3х, 407. 
x— х, 
NEM у 
—7х, 3 E A 
408. 2x,+3x,— х sat 409. Зх, |- 4х,— 5x,+ 7х,=0, 
Зхү-- x42 Эхү-- 3х,-4- 3x,— 2x,=0, 
Ax de an xs 4~ dx, + Mar, — 13x, 163,20, 

x, —2x, 4-41, — Tx, =0. 7u— + Хур > 


Зк, 4 а 
4x ++ х,+2х, 


410. + х. —3х,— x 
ху tH Хү 

bx, — 2x, + бх, nr. 

Wird ИЕ a — T, 2:0. 


411. хүж х ын 
Зх, 


Ч. x Mn Rs ж کک‎ 
2, + x,—3x,-F2x,— 3x. 

dx — 0, ху Xu 25 
2х,—5х, + х,—2х,--2х,= 0. 


ATA AA ж— xX-0, 
а ایر سرا‎ х 
Tyg — 5x, + 53, 


amot om 


4M. RE x, — ху хур хүн, 


сэн Ху-- + 
хүч 2х,- x 
4, 10%, + 


TE de 
—3x, +51, — 2, 
E5x—7x,=3, 


—2x, 0 7х, —5х, +8x,=3. 
417. хүл 2х, — dx 4-2x, 1, 
X,— X,—3x,4. x,—3x,— 9, 


25, —3x,44x,— 5x, + 2x, 
9x, — 9x, + 6x, — 16x, + 9x, 


418. Зх, + 5x, — 4x, = l, 
Xd 33, 2 — 2 47 ә — 1, 
х Ха Хад 3, 
xo—4x ^ xd ox—x,— 3, 


Ahn t- x,Q— х+м= =. 


419. 
Зхү4-2хү- x 
29 +3х, ой х, 


420. 


421. El sistema 
ay+bx=0C, 


tiene solución única. Demostrar que abc0 y hallar la solución, 
Resolver los sistemas de ecuaciones: 


422. + y+ г 1, 423. Ах u+ z+ 1=1, 
х+м+ 253, ХЕМ 22 = 
x+ yri=M, x+ ytd (2, 
х+ y+ e+= 
424. х + ау + авг =0?, 495. x+ уз г 


х by + bz == b", ax-- ш сс 
+ + C2 =e, ax Fy pez 
426. ax + y+2=4, 427. ах+ by+ 2—1, 
by+z=3, xaby+ z—b, 
x+2y+2=4. x+ by+az=1. 
428. ax+ y+ 2=m, 429. x+ ay al, 
xray 2=nN, x+ ay ahe =a, 
x+ j-az- p. bx + ay + a*bz =а%. 
430. (44-3)»x4- „+ 2=), 
Ax - Du 2-2 


3(1-4-1)х-- 0-0-3) = 3. 


431. МЕ 00а, 
МА (%—1)г==%, 
0.--1)х4-104-(2--3)2-41, 


432. Зїх--(28--1)  --(84-1)2-8, 
(28--1)х4-(28-1) и--(8--2)2--8-41, 
(8-)х-н 3hy-- 0281, 


433. ах + ћу 2=1, 
ах--(25--1) y4- Зг=1, 
ах+ by+(b+3)z=2—1. 
434. a) 3mx-+(3m—7)y+(m—5) г=т—1, 
Qm—l)c-(4m—l)pc- тет, 
Amx + (6m —7) y 4- (9m — 5)2 — 0. 


b) (204-1)х-- myd- (т4+1)2 
(m—2)x-E(m—lig4- (n—2)2 
(2m — 1) хт 1) y + (9m — 1) 2 = m. 


с) (544 D x4- 2] (4. 3-1) Lh, 
M—ba=Dy+(4—2=--l, 
О(ВА--ђхф 2y+(Br+2)2=22. 
435. a) (% | )х-- су— (е+ 1)2= 
3cx— (2с—1)у—{(3с—1) 
(с4-2)х- y— 2c2 — 2. 
b) 20 4-1)x + 3y4- эг 


(43-41) x 4-0. 2-0 g4- (2 —1)2 
(БАНА И BA—M7= %—1. 


c) ах- (28—1) и + (4+2)2=1, 
(4--1)у 4: (d—3)2—1 +d, 
dx 4. (344—2) y | (3d+1)2=2—d. 


d) (4-1)х-н 2ay4- (За + 1)2 = 
дах + 2ay+ (3a-- M za, 
(а + ухо (а + ђу+2 (а + 1) 2 a. 


436. Hallar la ecuación de la recta que pasa рог los puntos 
М, (ху, uy). Ms (Xas Ya). 

437. ¿Cuál es la condición para que tres puntos М,(х,, 11): 
Му (ка, 05): Ms (Xa Ya) estén situados en una recta? 

38. ¿Cuál es la condición para que tres rectas a,x-+-b,y4c, = 0; 
ax + быс = 0; азх 0 + Са =0 pasen por un punto? 

439. ¿Cuál es la condición para que cuatro puntos М, (xo, Yo); 
М, (х, t); Mg (Xa, Yal; Ма (ка ya) estén situados en una сігсипіе- 
rencia? 

440. Escribir la ecuación de la circunferencia que pasa por los 
puntos M, (2, 1); М„(1, 2); M,(0, 1). 

441. Hallar la ecuación de la curva de 2° orden que раза por 
los puntos М, (0, 0); М, (1, 0); М,1-1, 0); М,(1, 1) y М,(—1, 1). 

442. Hallar la ecuación de la parábola de tercer grado que 
pasa por los puntos M, (1, 0); М,(0, —1); M,(—1, —2) y M, (2, 7). 

443. Formar la ecuación de la parábola de n-ésimo grado 
дч ау"... 4-а, que pasa por п-+1 puntos M, (хо, Ya); 

у Ма (Xas Yal- 
рага que cuatro puntos М, (x,. у, 21): 
2,1; My (Xas йз, 23); MOS Па 24) estén situados еп un 


plano? 
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445. Formar la ecuación de la esera que pasa por los puntos 
M, (1,0, O); MG, 1,0); М, (1, 1,1); М,(0, 1, 1). 

446. ¿Cuál es la condición para que m puntos M, Y); 
M Os Ya), Ma (än Ya =- 


М, (X, Yn) estén situados en una recta? 
. ¿Cuál es la condición para que n rectas a,x+b,4--c,=0; 
аху, = 0; ...: а,Х-4-0,у4-б,--0 pasen por un punto? 

448. ¿Cuál es la condición para que п puntos M, (х, yy 2): 
М, (хь Ya, Za); soi М„(х„ Yar Zn) estén situados en un plano, 
y cuál es la condición para que estos puntos estén situados en 
una recta? 

449. ¿Cuál es la condición para que n planos A;x = By + Са + 
+D¡=0 (i=1, 2, ..., п) pasen por un punto, y cuál es la con- 
dición para que todos estos planos pasen por una recta? 

" 450, Eliminar Хү, Xs, ..., Xy. entre el sistema de п igual- 
ades: 


пуж gs sss Han notni FA 0, 


[U] 


m soluciones de un sistema de ecuaciones lineales liomogéneas. 
Estas soluciones se llaman linealmente dependientes, si existen 


unas constantes сү, Cs, ..., Са, no simultáneamente iguales a cero, 
tales que 
ср Gt; + + H Ca =0 D 
(1,2, ..., п). 


Si las igualdades (2) se cumplen solamente cuando c,=C,=... 
хуул бдаг 0, las soluciones se llaman linealmente independientes. 

Convengamos en escribir las soluciones como filas de una ma- 
iriz. Asi, pues, el sistema de soluciones (1) se escribirá en forma 
de Ja matriz 


Ua би, see бал 
[LL 


Oai Uag «=. Фин 


Demostrar que si el rango de la matriz А es igual a r, el 
sistema (1) tiene r soluciones linealmente independientes, y todas 


З Заказ 1371 6 


las demás soluciones del sistema (1) son combinaciones lineales de 
ellas. 

452. Demostrar que si el rango de un sistema de т ecuaciones li- 
neales homogéneas con n incógnitas es igual a r, entonces exis- 
ten n—r soluciones linealmente independientes del sistema y to- 
das las demás soluciones del sistema son combinaciones lineales 
de ellas 

Tal sistema de n—r soluciones se Пата sistema fundamental 
de soluciones. 


1-21 00 
1—20 10 

453. ¿Es о 01-1 °) un sistema 
1—23 —2 0 


fundamental de soluciones del sistema de ecuaciones 


Xbox a+ u+ x0, 
Зх, E25, + хо + x,—3x,=0, 

X, 4-2, + 2x, -- 6x, — 0, 
5х,4 Ах, Bx 2-35, — x, = 0? 


454. Escribir el sistema fundamental de soluciones del sistema 
de ecuaciones del problema 453. 


1—2 1 00 
455. ¿Es (o 09-41 1 0 | un sistema 
4 0 0—62/ 


fundamental de soluciones del sistema del problema 453? 

456. Demostrar que si А es una matriz de rango r que forma 
un sistema fundamental de soluciones de un sistema de ecuaciones 
lineales homogéneas у B es una matriz no singular arbitraria de 
r-ésimo orden, entonces la matriz BA también forma un sistema 
fundamental de soluciones del mismo sistema de ecuaciones. 

457. Demostrar que si dos matrices А y C de rango r forman 
unos sistemas fundamentales de soluciones de un sistema de ecua- 
ciones lineales homogéneas, entonces una de ellas es el producto 
de uma matriz no singular B, de r-ésimo orden, por la otra, es 
decir, А= BC. 


458. Sea 
бар б... бан 
аһ 
Од буу... буд 


un sistema fundamental de soluciones de un sistema de ecuaciones 


% . 


lineales homogéneas; demostrar que 


меса Боди + + +С, 
Xa = Ca ы H 0 


es la solución general de este sistema de ecuaciones, es decir, que 
cualquier solución del sistema puede obtenerse de ésta para cier- 
tos valores de су, Cp ..., ба y reciprocamente. 

459. Escribir la solución general del sistema del problema 453. 

460. Comprobar que (11, 1, —7) es un sistema fundamental de 
soluciones del sistema del problema 403, y escribir la solución 
general. 

461. Escribir las soluciones generales de los sistemas de los 
problemas 408, 409, 410, 412, 413. 

462. Conociendo la solución general del problema 453 (véase 
la respuesta del problema 459) y sabiendo que x,=--16, x,=23, 
x, =x, =x, =0 es una solución particular del sistema 411, hallar 
la solución general del sistema 411. 

463. Escribir las soluciones generales de los sistemas de los 
problemas 406, 414, 415. 


Е 


CAPITULO 4 
MATRICES 


$ 1. Operaciones con las matrices cuadradas 


464. Multiplicar las matrices: 


2N /1 —1 [8 5 21 
9а 370 1): De AG з): 
за 1-1 
9|2 1 2j-[2 — 1); 
MEM 0 1 
123, 0—1 —2 4 
Ф|(2:4:6:4-14 —2 —4]): 
369 С 6% g 
паре dd x d 
eio 1 2)]—1 1 Wu 1 Ha 
TE AEN 
fa 5 су /\ a с 
р [сь aj b bj. 
та Л Ve а 
465. Efectuar las operaciones: 

(2 1 Ту a . 
ајз 1 0 o К 9(4 MD 
0. 1 :2 gom 
ub a ер, 

sen соз, 


"авв. Hallar lim \ 


467. Demostrar que si А. 


a) 


/ үл 


п 


a 


) , % es un número real. 


А, se tiene 


(А+ By = А: 24B4- 


b) 4A— B: — (A4- B (A— B); 


©) (A+B) =A +$ А9184... +В". 
468. Calcular AB—BA, si: 
121 2 
» 4(2 1 2). ын 
SE E 
210 $ => 
ъл 11 2). в=| 3 —2 1). 
—1 2 1, 23) 5 ed 


469. Hallar todas las matrices que son conmutables con la 
matriz А: 


» 4=) 5) а-( 1); odi | o), 


470. Hallar f(A): 


(2 г oXX 
farma, Лија d 3i 

im — о 
b) famita, а-(3 ES 


471. Demostrar que toda matriz de segundo orden 4-( a) 


d, 
satisface a la ecuación 
x — (a а) x -+ (ad — 6c) = 0. 


472. Demostrar que para cualquier matriz dada А existe un 
polinomio f(x) tal que /(А) =0, y que todos los polinomios que 
poseen esta propiedad son divisibles por uno de ellos. 

*473. Demostrar que la igualdad АВ —ВА = 

474. Sea A* =0. Demostrar que (Е—А)- 
„КАЗ, 

475. Hallar todas las matrices de segundo orden, cuyos cua- 
drados son iguales a la matriz nula. 

476. Hallar todas las matrices de segundo orden, cuyos cubos 
son iguales a la matriz nula. 

477. Hallar todas las matrices de segundo orden, cuyos cuadra- 
dos son iguales a la matriz unidad. 

478. Resolver y discutir la ecuación XA=0, donde A es una 
matriz dada y X es la matriz incógnita de segundo orden. 

479. Resolver y discutir la ecuación X*— А, donde А es una 
matriz dada y X es la matriz incógnita de segundo orden. 
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480. Hallar la matriz inversa de А: 


na NA 
94-1. 5) » 4-( 2 


t 
1 1 „о 
le et ... жы 
i) A= [|1 e et зах PI 1, 
wenn] 


L ogri gm: 


Bi е. Ж 
donde e=cos isen ==; 


о) Siendo B^' una matriz conocida, hallar la matriz inversa 
para la matriz orlada (; 23, 
481. Hallar la matriz incógnita X de las ecuaciones: 


» (9-0 79) 
» х по) 


21 (2. 21 [10 

э (5 1) же 1): g х )- 0 D. 

482. Demostrar que si AB — ВА, se liene: A7B- BA™. 
483. Calcular (А), donde ф(х) = х, 4-0 2). 


T—x 

484. Hallar todas las imatrices reales de segundo orden, cuyos 
cubos son iguales a la matriz unidad. 

485. Hallar todas las matrices reales de segundo orden, cuyas 
cuartas polencias son iguales a la matriz unidad. 

486. Establecer el isomorfismo del campo de números comple- 


jos y del conjunto de las matrices de la forma (е i» siendo 


а y b reales. " A 
487. Establecer que las matrices de la forma (_9 FA e+ di) 


сф a—bi 
siendo а, b, с, d reales, forman un anillo sin divisores de cero. 
488. Representar ( î +c? + dî) (a + 63 + 3 + 45) en forma de 
una suma de cuatro cuadrados de expresiones bilineales. 
489. Demostrar que las siguientes operaciones con las matrices: 
а) permutación de dos filas, 
b) agregación a los clementos de una fila los números propor- 
cionales a los elementos de otra fila, 
c) multiplicación de los elementos de una fila por un número 
distinto de 0, 
se realizan multiplicando la matriz a la izquierda por unas matri- 
ces no singulares. 
Las mismas operaciones con las columnas se realizan multi- 
plicando a la derecha. 
490. Demostrar que toda matriz puede expresarse en la forma PRQ, 
donde P y Q son matrices no singulares y R es una matriz dia- 
gonal de la forma 


1 \ 


*491. Demostrar que toda matriz puede representarse en forma 
de un producto de matrices E + ае, donde еј, es una matriz cuyo 
elemento de la ¡-ésima fila y &-ésima columna es igual a 1, mien- 
tras que todos los demás elementos son iguales a 0. 


та. 


*492. Demostrar que el rango del producto de dos matrices 
cuadradas de orden п mo es inferior a r,-+r¿—n. donde r, Уг, 
son los rangos de los factores. 

; 493. Demostrar que toda matriz cuadrada de rango 1 tiene la 
jorma 


ан, Зара > А 


шилж 


5494. Hallar todas las matrices de tercer orden, cuyos cuadra- 
dos son iguales a 0. 

*495. Hallar todas las matrices de tercer ordei, cuyos cuadrados 
son iguales a la matriz unidad. 

*496. Supongamos que las matrices rectangulares А у B tienen 
una misma cantidad de filas. Representemos por (А, В) la matriz 
que se obtiene al agregar a la matriz A todas las colutnnas de la 
matriz B. Demostrar que rango (А, В) < rango А |-rango В. 

*497. Demostrar que si Аз = E, entonces rango (E + А) [-rango 
(E—A)=n, donde n es el orden de la matriz A. 

*498. Demostrar que la matriz A que posee la propiedad 4* = 
puede representarse en la forma PBP-', donde P es una matriz 
no singular y В cs una matriz diagonal cuyos elementos son todos 
iguales a + 1. 

499. Hallar la condición a que debe satisfacer nna matriz de 
elementos enteros para que todos los elementos de la matriz inversa 
sean enteros. 

500. Demostrar que {ода matriz no singular de elementos nu- 
méricos enteros puede representarse en la forma PR, donde P сз 
una matriz unimodular de elementos numéricos enteros y R es una 
matriz triangular de elementos numéricos enteros, cuyos elementos 
situados debajo de la diagonal principal son todos iguales a cero, 
los elementos diagonales son positivos, y los elementos situados 
encima de la diagonal principal son no negativos y menores que 
los elementos diagonales de la misma columna. 

*501. Reunamos en una clase todas las matrices de elementos 
numéricos enteros que se obtienen una de otra multiplicando a la 
izquierda por matrices unimodulares de elementos numéricos enteros. 
Calcular el número de clases de matrices de n-ésimo orden que 
tienen un determinante dado f. 

502. Demoslrar que toda matriz de elementos numéricos enteros 
puede representarse en la forma PRQ, donde P у Q son matrices 
unimodulares de elementos numéricos enteros y R es una та ту 
diagonal de elementos numéricos enteros. 

503. Demostrar que toda matriz unimodular de elementos nu- 
méricos enteros de segundo orden, con el determinante 1, puede 


13 


representarse en forma de un producto de potencias (positivas y 
negativas) de las matrices 


Па 10 
ir Pep JE 
504. Demostrar que toda matriz unimodular de segundo orden 


de elementos numéricos enteros, puede representarse en forma de 
un producto de potencias de las matrices 


11 /01 
д 91) у = 0): 

505. Demostrar que toda matriz de tercer orden’ de elementos 
numéricos enteros, distinta de la matriz ш, con determinante 
positivo y que satisface a la condición А? = E, puede representarse 
en la forma QCQ”*, donde Q es una matriz енг de elemen- 
tos numéricos enteros y C es una de las matrices 

1 0 ПЕЧКУ 
(o -1 5 (0 —! 0j. 
о 0—1 y^ 0 0-1 


$ 2. Matrices rectangulares. Algunas desigualdades 
506. Multiplicar las matrices: 
/3 1 


211 Бачу. TY. 
» (201) (21: »(13: G) 
2 2 
о (зага ДЕНЧ 
3) 1 


507. Hallar el determinante del producto de la matriz 
(4 Зи А) рог la traspuesta. 


a, b. с; 


508. Multiplicar la matriz ( por la traspuesta y apli- 


car el teorema del determinante del producto. 

509. Expresar el menor de m-ésimo orden del producto de dos 
matrices mediante los menores de los factores. 

510. Demostrar que todos los menores principales (diagonales) 
de la matriz AA son no negativos. Aquí А es una matriz real y 
A es la matriz traspuesta de A. 
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511. Demostrar que si todos los menores principales de k-ésimo 
orden de la matriz АА son iguales a cero, los rangos de las ma- 
trices ДА у A son menores que k. Aquí А es una matriz real y Л 
es la matriz traspuesta de ella. 

512. Demostrar que las sumas de todos los menores diagonales 
de un orden dado #, calculados para las matrices AA y AA, son 
iguales. 

513. Empleando la multiplicación de matrices rectangulares, 
demostrar la identidad 
(014-01--...4-00(0--01---.--4-00-- 

—(a,b, aba +... + abn)" = Ха-а). 


514. Demostrar la identidad 
k $ "n 
Er $ int- $ otl = i-r. 
EE 8 a 


Aquí a; b; son números complejos, b son Jos números conjugados 
con бү. 
515. Demostrar Ja desigualdad de Buniakovski 


ОДРЕ 


para а;, b; reales, partiendo de la identidad del problema 513. 
516. Demostrar la desigualdad 


< јао! 


л 
PE 
© 
рага ар 8, complejos. 

*517. Sea y C dos matrices rectangulares reales, tales que 
(B, C)=A es una matriz cuadrada [el sentido del la notación 
(B, C) es el mismo que en el problema 496), Demostrar que 
14 s [88 |-1СС. E 

*518. Sea A —(B, C) una matriz rectangular de elementos rea- 


les. Dernostrar que ES A 
|АА|< 188] [СС]. 
519. Sea A una matriz rectangular real 


салга 
Anj û би > fw 
Am Oms -o Gan 


Demostrar que 
1АЗ|< Xa. Хав... Жам. 
1 "т a 


520. Sea A una matriz rectangular de elementos complejos 
y sea A* la matriz traspuesta de la matriz compleja conjugada de A. 
Demostrar que el determinante de la matriz ЯЗА es un número 
real no negativo y que este determinante es igual a 0, si y sólo 
si, el rango de A es menor que el número de columnas, 

521. Sca А — (B, C) una matriz rectangular compleja. Demostrar 
que | A* A| < | B* B|-|C*C |. 

522. Demostrar que si |аш|< М, el módulo del determinante 

ша 


an d, 


да 


а, 


Gar ng +++ бал 


no es superior а M"n^ 2. 
*523. Demostrar que si а son reales y están situados en el 
intervalo 0< aj, < M, el valor absoluto del determinante formado 
[en 


por los números a; no es superior а M"277-(n-- 1)? . 

524. Demostrar que para los determinantes de elementos complejos, 
la cota expuesta en el problema 522 es exacta y no puede mejorarse. 

525. Demostrar que para los determinantes de elementos reales, 
la cota expuesta en el problema 522 es exacta para ıı =2". 

526. Demostrar que el máximo de los valores absolutos de los 
determinantes de n-ésimo orden, cuyos elementos son reales y no 
superiores a 1 en valor absoluto, es un número entero divisible 

ог 2871, 

*527. Hallar el máximo de los valores absolutos de los deter- 
minantes de órdenes 3 y 5, formados por números reales no supe- 
riores a 1 en valor absoluto. 

*528. Se llama matriz recíproca de una matriz dada A, aquella 
cuyos elementos son los menores de (n—1)-ósimo orden de la matriz 
inicial en su disposición natural. Demostrar que la matriz recíproca 
de la recíproca, es igual a la matriz inicial multiplicada por su 
determinante elevado a la potencia n— 2. 

Demostrar que los menores de m-ésimo orden de la ma- 
eciproca son iguales a los menores complementarios a los 
correspondientes de la matriz inicial, multiplicados por А". 
530. Demostrar que la matriz reciproca a! producto de dos ma- 
trices es igual al producto de las matrices recíprocas en el mismo orden. 

531. Supongamos que se han numerado de algún modo todas 
las combinaciones mearias de los nümeros 1, 2, ..., n. 

Se da una matriz cuadrada A= (a,,) de orden m. Sea A, el 
menor de m-ésimo orden de la matriz А, cuyos índices de las filas 
forman la combinación де índice с y los índices de las columnas 
forman la combinación de índice B. Entonces, com todos estos 
menores se puede construir una matriz Ад-«(4,) de orden C3 
En particular, 4; = А, A;., es la matriz recíproca de A. 
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Demostrar que (AB), = AB, En=E, (А) 
532. Demostrar que sí A es una matriz “triangular 


an ба --- 


А“ 


|“ de la forma 


Ам а; 


entonces, mediante una numeración adecuada de las combinaciones, 
Ја matriz Am será también triangular. 

533. Demostrar que el determinante de la matriz Aj, es igual 
а JAJ, 

534. Supongamos que se ha establecido de algún modo una 
numeración de los pares (i, k); i=l, 2, ..., n; k=l, 2, ..., m. 
Se llama producto de Kronecker de dos matrices cuadradas A y B 
de órdenes n y m, respectivamente, а la matriz C -= A x B de orden лт 
con los elementos C.a, =a; bres donde бү es el indice del par 
li» А) y a, es el indice de (i, #,). Demostrar que 

а) (А, = A,)X B = (A, X B) + (A,X B), 

b) Ax(B, + B,)=(AXB,) + (Ax BJ), 

c) (A' x B) (A* x B") = (А'. А") x(B'- В"). 

*535. Demostrar que el determinante de АхВ es igual a 
1АРАВГ. 

536. Supongamos que las matrices А у В de orden mn se han 
dividido en n* mallas cuadradas, de modo que tienen la forma 


ТЭР МӨР? Bo Basso Hid 
die Хийн» pal Preces diis 
Ann An Bia Вина. Вы Ч 


donde Aj, y Bj, son matrices cuadradas de orden m. Supongamos 
que se ha formado su producto C y que éste se ha dividido del 
mismo modo en malias C;,. Demostrar que 


Cj, = А,Вь+ А.В... Аны 


Por lo tanto, el producto de matrices divididas en mallas se 
efectúa formalmente según la misma regla, como si en las mallas 
no hubiesen matrices, sino números. 

*537. Supongamos que una matriz C de orden та se ha divi- 
dido en n? mallas cuadradas iguales. Supongamos que las matrices 
Au formadas por los elementos de сада malia por separado son 
conmutables dos a dos al multiplicarlas. Con las matrices А, se 
forma el "determinante" + Ала Aaa, ... Ana, =B. Este "deter- 
minante" es una matriz de orden m. Demostrar que el determinante 
de la matriz C es igual al determinante de la matriz B. 


CAPITULOS 


POLINOMIOS Y FUNCIONES RACIONALES 
DE UNA VARIABLE 


$ 1. Operaciones con los polinomios. Fórmula de Taylor. 
Raices múltiples 

538, Multiplicar los polinomios: 

а) LC) (2—31); 

b) (2-33 —x—1) (6 —2x—1). 

539. Efectuar la división con resto de: 

а) 2х*—3°--4х'—5х-++6 por x —3r4-l; 

b) 2 —3:—x—1 por 3xt—2x-F 1. 

540. ¿Bajo qué condición el polinomio x*--px--q es divisible 
por un polinomio de la forma х2--тх--12 

541. ¿Bajo qué condición el polinomio x'--px?--g es divisible 
por un polinomio de la forma x* + nx + 12 

542. Simplificar el polinomio 


py EG. Gn 1) 
+( 1 + n Я 


543. Efectuar la división con resto de: 
а) Х1--257--451--6х--8 рог x—1; 


хоүх(х-1) 
цагаас права 


b) 20—50° —8х por x--3; 
c) 484 por х+1+; 
d) ах por x—14-2i. 


544. Aplicando la regla de Horner, calcular / (х,): 
a) Р) a^ —3: -- 86 10x +16, x,—4; 
b) роде 4142) — (14-3038 +7, х= —2—1 


545: Aplicando la regla de Horner, desarrollar el polinomio 
f(x) según las potencias de x—,: 


а) Го) 244-28 82 —4x- 1, ==; 
b) Р), жеђ 
c) f(x) =x'—8x+24x? — 80x + 90, 1-2; 


d) /)--544-212-1--0)38--43х--7-44, x-—ü 
78 2 


e) Но) =x (3—80) 0 —(21 +18) 2— 

—(88 —20i) x--7-- 184, x,— —14-2i. 

546. Aplicando la regla de Horner, descomponer en fracciones 
simples: 

Porn. —24--3 

ams A 

*547, Aplicando la regla de Horner, desarrollar según las po- 
tencias de x: 

а) (724-9), donde 16) =P + l; 

b) (—2)*4-4 (x— 2) +6 (x—2) 4-10 (x—2) +20. 

548. Hallar los valores del polinomio f(x) y de sus derivadas 
рага х= ху 

a) РО) = 02—40 --602—8х4+10, x,—2; 

b) f(x) 00—314 —482 451—1; х= 14621. 

549, ¿Cuál ез el orden de multiplicidad de la raíz: 

а) 2 para el polinomio x* —5x* + 77 —2x* + 4х—8; 
b) —2 para el polinomio х? -- 7х*4- 16x? +8x* —16x— 16? 

550. Determinar el coeficiente a de tal modo que el número 
—1 sea una raíz múltiple de orden no inferior а dos del polino- 
mio *—ax'—ax+ 1. 

551. Determinar А y B de tal modo que el trinomio АХ 4- 
+ Bx'--1 sea divisible por (x—1)*. 

552. Determinar А у B de tal modo que el trinomio Ах! + 
+ Bx"-+1 sea divisible por (x—1)*. 

5553. Demostrar que para los polinomios: 

а) х#—пх°*1-Епх"”1—1; 

b) хе — (9-1) 0014 (2n 4-1) —1; 

с) (n—2m) x^ — nx^ л" 4- x^ — (n— 2m) 
el número 1 es una raíz múltiple, de tercer orden. 

554. Demostrar que el polinomio 


gos 8G Dn D uas y (CORDONES ан... 


(--0(8--2) Cn pa у nnt Pat) ар 
T MEE л. © 6 
es divisible por (x—1)* y no es divisible por (x—1)*. 
*555. Demostrar que рага que el polinomio 
Во) =0 cage +... Ба, 
sea divisible por (x—1)***, es necesario y suficiente que se cum- 
3 T9 


plan las condiciones: 
ata + a+ 
а, +2а, +... 


a, -2*a,4- ... 


556. Averiguar el orden de multiplicidad de la raíz a del po- 
linomio 


Eg? (+ 0)-1004-НӨ. 


donde f(x) es un polinomio. 

557. Hallar la condición según la cual el polinomio # +a" + b 
liene una raíz doble, dislinta de cero. 

558. Hailar la condición según la cual el polinomio х? 4- 10ax*4- 
+ 5bx +c tiene una raíz triple, distinta de сего, 

559. Demostrar que el polinomio x*--ax"-^-i-b no puede tener 
raíces, distintas de cero, de orden superior al segundo. 

580. Hallar la condición según la cual el polinomio z"-- 
+ax"""4-b tiene una raíz doble, distinta de cero. 

*561, Demostrar que el polinomio de А términos 


aP Yate}... ca xo 
no tiene raíces de orden superior a 6—1, distintas de cero. 

*562. Demostrar que toda raíz distinta de cero, de orden 
k—1, del polinomio 

aP a. чарт 
satisface a las ecuaciones 
ap) =0 0 (Pa) =... =a, (Pa), 
doude 
€) = 0—3) (t— pa) (ра). + Pd» 

y reciprocamente. 

*563. Demostrar que un polinomio es divisible рог su derivada 
si, y sólo si, es igual a а„(х—х„)". 

64. Demostrar que el polinomio 


ГЭРТ. 
DD 


no tiene raíces múltiples. , 
565. Demostrar que para que x, sea una raiz de orden k del 


numerador de una función racional fraccionaria 19-26) cuyo 
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denominador w(x) по se anula para x=x,, es necesario y sufi- 
ciente que sea 
Род (e) =...= Mx) =0, fro) 0. 
566. Demostrar que toda función racional fraccionaria f (х) = 
= za puede representarse en la forma 


По) = sacs I y E emnt 


donde F(x) es un polinomio. Se supone que ш(х,) ¥0 (fórmula 
de Taylor para la función racional fraccionaria). 

*567. Demostrar que si x, es una raiz de orden k del polino- 
mio f, (x) f; 970) (x), entonces x, es una raíz de orden 4-1 
del polinomio f, (x) fs (x) —/. (х) ћ (5), si este último no es idén- 
ticamente igual a cero, y recíprocamente. 

*568. Demostrar que si f(x) no tiene raices múltiples, entonces 
I^ G9] —f (x) | (x) no tiene raices múltiples de orden superior а 
л--1, donde п es el grado de f (x). 

*569. Construir un polinomio f(x) de grado m, para el cual 
Vere e tenga una raíz x, de orden n—1 que no sea 
гайг de f(x). 


8 2. Demostración del teorema fundamental del álgebra 
superior y cuestiones contiguas 

570. Determinar б de tal modo que para |x| < $ el polinomio 

20—40 2х 
sea menor que 0,1 en valor absoluto. 

571. Determinar 6 de tal modo que sea |f(*)—f(2)| < 0,01 
ara todos los х que satisfacen a la desigualdad |х—2|<6; 
V) ah ве dx S. 

572. Determinar M de tal modo que рага |x| > M sea 

|*—4х*--4#+-2|> 100. 

573. Hallar x de tal modo que sea |f(x)|<|F(0)|. donde 

a) [(х)у=%—3й2--4; b) f() =x? — 3x? 4-4. 

514, Hallar x de tal modo que sea |/(x)| <[F(1)|. donde 

—4Ax- 2; 
4х2 + 68 — 4x 4-5; 
—Ax-r5. 
575. Demostrar que si z~i=a(l—i), 0a <-, entonces 


АИ, 


donde. 


Fay 04-24 (851) 2—(94-5)2— 
—T(1—1) 2--2(1--30) z4-4— i. 


*576. Demosirar que si f(z) es un polinomio distinto de una 
constante, entonces en un entorno arbitrariamente pequeño de 2, 
se puede hallar z, de modo que sea |f(2,) > |f(20)l - 

877. Demostrar el lema de D'Alembert para la función racional 
Fraccionaria. 

578. Demostrar que el módulo de una función racional frac- 
cionaria alcanza su extremo inferior (exacto) al variar la variable 
independiente en un recinto rectangular cerrado. 

579. Es evidente que el teorema de existencia de la raíz no 
subsiste para la función racional fraccionarja. Así, pues, la fun- 
ción 4 по tiene ninguna raíz. ¿Qué es lo que impide que «la 
demostración» del teorema se efectúe por el mismo esquema que 
para el polinomio? 

*580. Sea f(x) un polinomio o una función racional ігассіола- 
ria. Demostrar que si a es una raiz de f(z)—[(a) de orden k y 
f(a) #0, entonces para p suficientemente pequeño existen en la 
circunferencia |[z—a|=p 2% puntos en los cuales |f (z)| =] (а) |. 

*581. Demostrar que si a es una raíz de f(2)—f(a) de orden 
А, entonces para p suficientemente pequeño existen en la circun- 
ferencia |z—a|—p 2% puntos en los cuales Re (f (2)) = Re (f (a), 
y 2k puntos en los cuales Im (f (2)) = Im (f (a)). Aqui f(z) es un 
polinomio o una función racional fraccionaria. 


$ 3. Descomposición en factores lineales. 
Descomposición en factores irreducibles en el campo 
de los números reales. Relaciones entre 
los coeficientes y las raíces 


582. Descomponer los polinomios: 
a) х*®—6х%-Е11х—6; b) х44-4, c) 514-455--455--1, 
d) x—10x +1. 
en factores lineales. 
3583, Descomponer los polinomios: 
a) cos (n arc cos x); 
b) (x+ cos 8 + i sen 0)" + (x + cos 8—/ sen 0)"; 
c) x^ — Cte! Сахт... +(— 1)“ Сз. 
en factores lineales. 
584. Descomponer los polinomios: 
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а) x--4; b) +27; c) “440443941; 

d) хе— 2 +2; e) x—ax 1, —2<а<2; 

1) amarlo 
en factores reales irreducibles. 

585. Construir un polinomio de grado mínimo que tenga: 

a) la raíz doble 1 y las raíces simples 2, 3 y 14-4; 

b) la raíz triple —1 y las raíces simples 3 y 4; 

с) la raíz doble i y la raíz simple —1—i. 

586. Hallar un polinomio de grado mínimo cuyas raíces sean 
todas las raíces de 1 de órdenes no superiores a n. 

587. Construir un polinomio de grado minimo de coeficientes 
reales que tenga: 

a) la raíz doble 1 y las raíces simples 2, 3 y 1+5 

b) la raíz triple 2—3; 

c) la raíz doble i y la raíz simple —1 —i. 

588, Hallar el máximo común divisor de los polinomios: 

а) (x—1)* (x-- 2) (x—3) (2—4) y (х—1)* (x+ 2) (145); 

b) (x—1) (ә —1) 08--1) (4 — y (4-1) (40) (41) (0441): 

с) (9 —1) (9 —2x-- 1) y (2-1). 

*589. Hallar el máximo común divisor de los polinomios: 

x"—] ух—1. 
590. Hallar el máximo común divisor de los polinomios 
х"+а" у ха". 

591, Hallar el máximo común divisor del polinomio y su de- 
rivada: 

а) Ро) = (x— U* (x+ 1} 0—3); 

b) Род D 2—1) (2—1) 6*—1); 

c) [(x) e х”*®—х®—х"--1. 


u’ (х) 
(E) =. 

Se supone que о(х,) 30, v' (xp) #0. 

593. Demostrar que x"+xW"*4xP92 es divisible рог 
xal 

594. ¿Cuándo x — y+ | yart? es divisible por x*—x-- 1? 
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595. ¿Bajo qué condición хэт + x™+tt4 x+: es divisible por 
«+1 
596. ¿Bajo qué condición x** 4-х" -- 1 es divisible por *4x4-12 
597. Demostrar que 
ХӨВ ува. ожени: 


es divisible рог x*7! --x*^?-- ... +1. 

598. ¿Para qué valores de т(х--1у"—х®—1 es divisible por 
explo? 

599. ¿Para qué valores de m(x--1)^--x^--1 es divisible por 
хх 

800. ¿Para qué valores de m(x+1)"—x"—1 es divisible por 
(ed 199 

601. ¿Para qué valores de т(х--1)"--х7--1 es divisible por 
(+ 199 

602. ¿Pueden ser divisibles рог (x*4-x--1)' los polinomios 
(x-- 1)" -Ex" y (х+1)”—х°—1? 

603, Transformar el polinomio 

221) Da 1) 
у T , 
asignando a х sucesivamente los valores 1, 2, . 
con el problema 542.) 

604. ¿Para qué valores de mX,(x^) es divisible por X,(x)? 
(X, es el polinomio circular.) 

Demostrar los teoremas: 

605. Si f(x") es divisible por x—1, también es divisible por 
5—1. 

606. Si f(x") es divisible рог (x—a)*, también es divisible por 
(j^ —a")* para -2-0. 

607. Si F (x)= f, (х?) 4- xf, (27) es divisible por x*-4- x + 1, entonces 
һе) y fao) son divisibles por х—1. 

*608. Si un polinomio f(x) de coeficientes reales satisface a la 
desigualdad f(x)>0 para todos los valores reales de x, entonces 
FG) = [е (х)]*-+_ (Ф ()]*, donde Ф, (х) у Ф, (х) son polinomios de 
coeficientes reales. 

609. El polinomio f (x) =a,*-+a,1"71+...-+a, tiene las raíces 
Xu «<, Xas ¿Qué raices tienen los polinomios: 


a) ag” — atha. -(— 1) ад 

b) apt" Fav P7 «0h 5 
oe + 

8) aaa ари 

610. Hallar la relación entre los coeficientes de la ecuación 


cúbica x?-Fpx*--qx-Lr—0, рага que una de las raíces sea igual 
а Ја suma de las otras dos. 


22 


» п. (Comparar 


811. Comprobar que una de las raíces de la ecuación 36x! — 
— 12 —5x+1=0 es igual a la suma de las otras dos y resolver 
la ecuación, 

612. Hallar la relación entre los coeficientes de la ecuación de 
cuarto grado x*--ax*--bx* --cx-d —0 pe que Ja suma de dos 
raíces sea igual a la suma de las otras dos. 

613. Demostrar que la ecuación que satisface a la condición del 
problema 612 se reduce a una bicuadrada mediante la sustitución 
x=y+a, eligiendo adecuadamente с. 

614. Hallar la relación entre los coeficientes de la ecuación 
de cuarlo grado x*+ax'4-bx*4-cx-+d=0 para que el producto de 
dos raíces sea igual al producto de las otras dos. 

615, Demostrar que la ecuación que satisface a la condición 
del problema 614 se resuelve dividiendo por x* y haciendo la 
sustitución yz (para a 0). 

616. Resolver las ecuaciones: 

a) x—4x + 52— 2x—6 = 

b) x*--294-. 2x- 10x -25— 

с) 4204 За 2х—3 

4) хн x—-108— 244 = 
aplicando los problemas 612—615. 

617. Determinar A de tal modo que una de las raíces de la 
ecuación x'—7x--A-0 sea igual al doble de otra. 

618, Determinar a, b, c de tal modo que éstos sean raíces de 
la ecuación 


xi—ax +bx—c=0, 
619. Determinar а. 0, c de tal modo que éstos sean raíces de 
la ecuación 
хах + bx c0. 
620. La suma de dos raíces de la ecuación 
20—x1—7x -120 
es igual a 1. Determinar A. 
621. Hallar la relación entre los coeficientes de la ecuación 
ап +px-+9=0 para que sea x= ++. 
622. Hallar Ја suma de los cuadrados de las raíces del polinomio 
x Fa... Fue 
*623. Resolver la ecuación 
Pda ria. +а,=0, 


conociendo los coeficientes a, y a, y sabiendo que sus raíces forman 
una progresión aritmética. 
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824. ¿Forman las raíces de las ecuaciones: 
a) 84—124 —2x-- 3 =0; 
b) 24-81" 47 —21—2=0 


progresiones aritméticas? 
625. Se da la curva 


у= хра БЫ рох. 


Hallar una recta de tal modo que 105 puntos de su intersección 
con la curva My, Ms, M, Me corten tres segmentos iguales: 
MM, M,M,— M,M,. ¿Cuál es la condición para que este pro- 
blema ^o solución? 
9626. Formar una ecuación de 4° grado cuyas raíces sean а, 
1 
رت ھت رچ‎ 
*627, Formar una ecuación de 6° grado que tenga las raíces: 


1 1 1 
agp la те ez 


628, Sea f (х) = (x —x) (x—2x)) ..- (х—х„). 
Hallar | (х), / (x) y demostrar que 
Ze-i 80. 
629. Demostrar que si f (x,) =" (x,) = 0, pero |" (x,) 440, entonces 
vg 
У 52570. 


= 


630. Las raíces del polinomio x"4-a,x""1+...-+a, forman una 
progresión aritmética, Determinar f’ (x). 


$ 4. Algoritmo de Euclides 
631. Hallar el máximo común divisor de los polinomios: 
а) “43d l y Pat; 
b) pril y 3х*-+-9--4*+4-2х—9; 
c) xT Tx} y BT 4-30 —7; 
d) x! —233--32-- 732 — 12x-- 10 y 3x4 — 69-5: + 27 —9; 
e) xt 42x46 —3x1 +8Х—5 y xt 2—х+1; 
1) 4301—1057 —520—52:—12 y х*--3%#—6%—22х—19; 
8) хрх à — S y LIO A l; 
1) 210841 y #—4} де бе -4V 2x4-1; 


1) 1470419423: +10 y х 470 + 18 4227 412; 
j) х8--4:5--1 у x—384-1; 
k) 2:1 —535 — 1425 + 362 + 8622 + 12x—31 y 
2:5 — 9x 4-26 + 37:3 + 10«—14; 
1) 8х#—#—9х*#—14—11х#—3х—1 y 
3i 8x* -- 933 + 15 + 10x 4-9. 
632. Sirviéndose Че! algoritmo de Euclides, elegir unos polino- 


mios M, (x) y М, (x) de tal modo que sea f, (х) M, (x) - f, (х) M, (x) = 
= ô (x), donde ê (x) es el máximo común divisor de f, (x) y gs 


8) Һ(дф=х*+%—х+—4х—9, |, (X) = 1-39 — 6 —2x—2; 
b) f(x) 9 xS - 3a eH, fS) = + 2 4-x 4-2; 
c) fi (x) = xt — 4e + 11 — 97:9 + 37:8 — 35x 4-35, 
оў =x — 3 + T8 — 9033 + 10x —95; 
d) А, (х) = 3x +6 — 30 + Ax! + 149 —6x* — 4x -- 4, 
f(x) = 36 — 3 +70 —6x +2; 
e) f, (х) = 3x* -+ 5xt— 16:9 —633 — 5x — 6, 
h(x) =3и—фе——х—2; 
f) fii) =44—2—164+5x49, f, (0) = 28 —x—5x 4-4. 
633. Sirviéndose del algoritmo de Euclides, elegir unos poli- 
nomios M, (x) y M, (х) de modo que sea f, (х) M, (x) - f, (9 М, (X) =1: 
а) f, (0) = 3:5—228--x--2, f(x) —x4 M 
b) Ai (к) 01404-41, Rh()ex—x—l; 
c) fí(x) 0—5 2" + 1902—24 12, 
Lx) =x — 5x —8x 4-17; 
d) ћ (0 =2 3 — Bex +2, р, (х) = 202 400—1; 
е) (0) = Зн Б 4-48 —2и +], fL) = 20401; 
f) fy (¢) =х*-Е5х*--9х*--7х1--5х-Е3, 
(=2 +2 41041. 
634. Elegir por el método de los coeficientes indeterminados 
М, (х) y М, (х) de tal modo que sea f, (x) М, (x)+ f: (х) М, (x) =1: 
а) Ц()-2-44-41, 0) = 9—31; 
ъло) =, h=; 
c) A=, f(x) = (1—1). 


635. Elegir unos polinomios de menor grado М, (х) y М, (х) 
de tal modo que sea 
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а) (8--253-4х1--6х4-1) М, (X) H- (9 —8x—3) М, (=x, 

b) (i4 2:8 4-1) M, (2) + (4-8 —2:£ 4-2x— 1) M, (0) 0, 
636. Hallar un polinomio de menor grado que dé el residuo: 
а) 2x al dividirlo por (x—1) y Зх al dividirlo por (x—2)'; 
b) x*4-x--1 al dividirlo por x—2:—2:3--10x—7 y 2:0—3 
dividirlo por x*—2x* —3x* -- 13x— 10. 

*837. Hallar unos polinomios M (х) y N (x) de modo que sea 

х" Мед 3-1 —3* Мед = 1. 

838. Sea f, (х) МС) +, (3) N (9. =5(2), donde 8 (x) es el máximo 
común divisor de f, (х) y f, (x). ¿Cuál es е) máximo común divisor 


de М(х) y N(x)? 
639. Separar las raices múltiples de los polinomios: 


а) xt —6x* —4 + 9x4 12x +44; 

b) 329—100 —20:0— 15x—4: 

с) х*—15х* 4-88 + 81x — 72x 4- 27; 

d) x?—6x + 163 —24x? 4- 20x —8; 

е) xt — 2x5 —х* —2x? - Бов + 4x + 4: 

0) x! — 329 E S6 — 731 + 733—531 + 3x — T; 

8) 44-27 Бле 4-635 ~ Bt 6x9 Ба, 


$ 5. Problema de interpolación y función racional fracclonaria 


640. Sirviéndose del método de Newton, construir el polinomio 
de menor grado, si se da la tabla de valores; 
01234, ых ¡10123 


х 
DEI 5 ЭГ рај 85032! 

: 1123 46 
„ haliar [Qs d рууга 


641. Sirviéndose de la fórmula de Lagrange, construir el poli. 
потіо, si se da la tabla de valores: 


1]1234, yzi 
а) 5143: 0 017—354: 
*642. Dada la tabla de valores: 
х |1 ep By ces epa EM 
FETA $45» B= cos, Fi ser 
hallar Ро). 
8 


2nk 
п" 


643. El polinomio f (х), cuyo grado no es superior a n—1, toma 
los valores Jı. Ye ..., Ya en las raíces n-ésimas de 1. Hallar f(0). 
*644. Demostrar el teorema: para que sea 


FG) = а (Ров) EG РО 


para cualquier polinomio f(x) de grado no superior a n—1, es 


necesario y suficiente que los puntos Хү, Xy» ..., x, estén situados 
en una circunferencia con el centro en x, y que dividan a ésta en 
partes iguales. 


*645. Demostrar que si las raíces Хү, Хү, ..., х, del polinomio 
ф(х) son todas distintas, entonces 


0<s<n—2. 


(las notaciones son las mismas 


que en el problema 645). 
647. Resolviendo el sistema de ecuaciones: 

atatt ва а m И 

û, + a,x, +... а, 


о, aka +... E = a 


deducir la fórmula de interpolación de Lagrange. 
*648. Construir el polinomio de menor grado, si se da la tabla 
de valores: 


*649. Construis el polinomio de menor grado, si se da la tabla 
de valores: 


*650. Hallar el polinomio de grado 2л que, al dividirlo por 
x(x—2) ... (x—2n), da el residuo l, y al dividirlo por (x—1)x 
x(x—3)... Бан шүр da el residuo —1. 

*651. Construir el polinomio de menor grado, si se da la tabla 
de valores: 


*652. Hallar el polinomio de grado no superior a (n—1) que 
satisiace a la condición = еп los puntos Хү, Xp sses Xar 
жена, 1=1, 8, ..., n. | 

*653. Demostrar que un polinomio de grado f < f, que toma 
valores enteros рага л-- І valores sucesivos enteros de la variable 
independiente, toma valores enteros para todos los valores enteros 
de la variable independiente. 

*654. Demostrar que un polinomio de grado п, que toma va- 
lores enteros рага x=0, 1, 4, 9, ..., n*, toma valores enteros 
para todos los cuadrados de los números naturales. 

*655, Descomponer en fracciones simples del primer tipo: 


Es : Ё 1 4 
а) gE: 0) rr 
27: 9 вт 
y i Е... 
P яр: dam 9I 
i nt . 
) Fee 


(2л)! n 1 
Mr Ю wwe 


34x. 
9) тар): a= 


*656. Descomponer en fracciones simples reales del primero y 
segundo tipos: 


daa xg: dani d zt 
e) ies m<2n+1; 


Dan: M<m+k . 
Qm: № зт. т< 
П 
Еске керинен 


*657. Descomponer en fracciones simples del primer tipo: 
6x4 6128 


L P —- : 
с daa" 
‚ БЭ? і " 1 1 
d) стр! aio De 4590 
Le 80) 
D) Fari H) par 


donde /(х)=(х—х,)(х—х„)... (£—%y) ез un polinomio sin raíces 
múltiples y g(x) es un Кн; de grado inferior a 2n. 
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658. Descomponer en fracciones simples reales del primero 
y segundo tipos: 


? eren AA 


9 e" d) пат ee 


659. Sea FAS a) (а) EM 
Expresar mediante ф(х) las sumas: 


is, . П 
a Xx: DEE: 9 Xi 


*660. Calcular las siguientes sumas, sabiendo que x,, Хү, ... son 
las raíces del polinomio «фр (x): 


a) te ф(х) =29—3х—1; 
i 1 П шээг 3 
Уа rut SO ue tme rl 
аах == 
Aai i AF 
661. Hallar un polinomio de primer grado que tome aproxi- 
madamente los valores de la tabla 
xp0 1 2 3 4 
9197 23 30 30 4,7 


de fal modo que la suma de los cuadrados de los errores sea minima. 
602, Hallar un polinomio de segundo grado que tome aproxi- 
madamente los valores de la tabla 
хо | 2 93 4 
YII T4 3 27 36' 


de modo que la suma de los cuadrados de los errores sea mínima. 


e) Ф(ху=о+#—1. 


$ 6. Raices racionales de los polinomios. 
Reductibilidad e irreductibilidad en el campo de los números 
racionales 


663. Demostrar que si £ es una fracción racional irreducible 
y es raíz del polinomio f(x)=0,*+ae 14... Фа, de coeli- 
cientes enteros, entonces: 

1) q es un divisor de a,; 2) p es un divisor de a,; 

3) p—mg es un divisor de f(m) para cualquier m entero. En 
articular, p—q es un divisor de f(1), p--g es un divisor de 


864. Hallar las raíces racionales de los polinomios: 
9t 


а) х*#—6бх*--15х—14; b) х*—2%—8х*--13х—24; 

€) х*—7%—12х*--6х--36:_ d) 66 4- 199 —7x* — 26x 4- 12; 

e) 244 42% — T1: --56x--60; f) x6 — 9x3 Ay da? — 5x $ 6; 

g) 24x* + 10:* —4* — 19x* — 5x + 6; 

h) 10x*— 132? 4- 15x3 — 18x— 24; 

1) +20 — 1331 — 38x —24; 

К) 2594-32 6—4; 1) 480 —7:2 — 5—1; 

т) 440212 49; п) x-Ex!— 68-148 —11x—3; 

ој 6x5 + 101 —x? — 18x + 20x — 8. 

*665. Demostrar que un polinomio f(x) de coeficientes enteros 
no tiene raíces enteras, si f (0) y /(1) son números impares. 

*666. Demostrar que si un polinomio de coeficientes enteros 


toma los valores +1 para dos valores enteros x, y x, de la varia- 
ble independiente, entonces no tiene raíces racionales si | x, —x, |> 2. 


Si |x, —x,| «22, sólo puede tener la raíz racional 40449. 


5687. Demostrar la irreductibilidad de los polinomios, aplicando 
el criterio de Eisenstein: 


а) x — 8x + 12x* — 6x + 2; 
b) 9 —122:--36x—12; с) x*—2à--2x 4-1. 
"668. Demostrar que el polinomio 


x, = 


es irreducible, р es ип пйтего ргїто. 
*669. Demostrar que el polinomio 
А, 
س‎ 
es irreducible, p es un nûmero primo. 

*670. Demostrar que un polinomio f (x) = а" -- a,x? 71 4-. . Fan, 
de coeficientes enteros, que no tiene raíces racionales, es irredu- 
cible, sí existe un número primo p tal que a, no es divisible por 
Pi Gys da, ..., а, son divisibles por p y a, по es divisible рог p*. 

“671, Sea f(x) un polinomio de coeficientes enteros, para el 
cual existe un número primo p tal que a, no es divisible por p; 
Mario брза -+ -s а, Son divisibles por p y a, no es divisible por р?. 
159654 que entonces f(x) tiene un divisor irreducible de grado 
anh, 

672. Por el método de descomposición en factores de los valo- 
res del polinomio para valores enteros de la variable, descomponer 
en factores los polinomios o demostrar que son irreducibles: 
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а) 53--3х3--1, b) х*-+-5х#—3х%—5х--1; 
c) 4430202417 d) 8-03-811--2х--2. 


673. Demostrar que un polinomio de tercer grado es irredu- 
cible, si no tiene raíces racionales. 

674. Demostrar que un polinomio de cuarto grado x!--ax*4- 
-Fbx*--cx--d, de coeficientes enteros, es irreducible, si no tiene 
ын enteras y no es divisible por ninguno de los polinomios de 
la forma 


а rm, 


donde т зол los divisores del número d. Los polinomios de coefi- 
cientes fraccionarios se pueden no tener en cuenta, Pueden servir 
de кер los polinomios "semejantes a los recíprocos” (proble- 
mas 614—615). 

675, Demostrar que un polinomio de quinto grado xax 
+bx сла +dx+e, de coeficientes enteros, es irreducible, si no 
tiene raices enleras у no es divisible por ninguno de los polino- 
mios de coeficientes enteros de la forma 

ا ا eL‏ 


donde m es divisor de e, ne . 


676. Descomponer los polinomios en factores o demostrar que 
son irreducibles, aplicando los problemas 674, 675: 


а) —3042x4+3x—9; b) х*—3х°--2х1-4-2х—6; 
с) x*-- 4x? —6x* —23c— 12; 4) xxt — 4? 9x9 —6x -- 6. 


677. Hallar las condiciones necesarias y suficientes para que 
el polinomio de coelicientes racionales (posiblemente fraccionarios) 
ха + px! --q sea reducible, 

678. Demostrar que para que un polinomio de cuarto grado 
sin raíces racionales sea reducible, es necesaria (pero no suficiente) 
la existencia de una raíz racional de la ecuación cúbica que resulta 
al resolver por el método de Ferrari. 

*679. Demostrar que el polinomio /(х}=(х—а,)(х—а,)... 
^. (x—2a,) —1 es irreducible; а,, a,, ..., a, son números enteros 
distintós entre 51. 

“680. Demostrar que el polinomio / (х) =(х—а,)(х—а,)... 
„. (х—а,)+1 es irreducible, si а, да, ..., а, son enteros distin- 
tos entre sí, a excepción de 
(x—a) (s —a—1) (x—a—2) (x —a—3)--1— 

=(Х—а—1) (Х—а—2)— 1]* 


У (x—a) (х—а—2)+1=(х—а—1у. 
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*881. Demostrar que si un polinomio de л-ёзіто grado, de 
coeficientes enteros, toma los valores -є1 para más de 2m valo- 
res enteros de la variable (n=2m o 2m+ 1), entonces es irredu- 
cible. 

*682. Demostrar que el polinomio 


Г) =(х—а,)(х—а,„)*®... (х—а„)#+1, 


es irreducible, si @,, dj, ..., a, son números enteros distintos 
entre sí. 

*683. Demostrar que un polinomio / (х), de coeficientes ente- 
ros, que toma el valor +] para más de tres valores enteros de 
la variable independiente, no puede tomar el valor —1 para va- 
lores enteros de la variable independiente. 

+684. Demostrar que un polinomio de n-ésimo grado, de coefi- 
cientes enteros, que toma los valores +1 para más de n/2 valores 
enteros de la variable independiente, es irreducible si n>12. 

*685. Demostrar que si el polinomio de coeficientes enteros 
ax*4-bx+1 es irreducible, también lo es el polinomio a [Ф (x)]*4- 
"rop (X) +1, donde q (х) = (х—а,) (x—a,). ..(x—a,) si n>7. Aquí 
а,, ба, ..., а, son números enteros distintos entre sí. 


$ 7. Cotas de las raíces de un polinomio 


686. Demostrar que las raíces de un polinomio ё,х"4-0,Х971-4- 
+...-+4,. de coeficientes reales o complejos, no son superiores 
en valor absoluto a: 


a) 14-тах| |, й=1, 8, әл; 0+ a> | ёл|) 


k=l, 2, п, p es un número positivo arbitrario; 
9) 2max / [22], вет. 2... m 


ka Far 
+ тах ДЕ k=l, 2,.. п. 

687. Demostrar que Jos módulos de las raíces de un polinomio 
aq" ax 7!-p...--a, no superan a la única raíz positiva de la 
ecuación б,х7--д,Х571--ф,х973--,..--8,, donde 

0b «lal, 6,211, lal. .... вара, |» 

688. Demostrar que los módulos de las raíces del polinomio 
F(x) = ах + a x^7* J... Чад a, +0, no son superiores а 

а) ІУ max 2. k=r, ..., 5; 


b) p+ Итака, k=r, ..., n, р es cualquier número positivo; 


94 


c) ҮГ | шах” ҮТЕ. ГЭРЧ” 


689. эн que las raíces reales de un polinomio de coefi- 
cientes reales no superan a la raíz no negativa única del polino- 
mio que resulta al eliminar todos los términos, menos el superior, 
cuyos coeficientes tienen el mismo signo que el coeficiente del 
término superior. š 

Demostrar los teoremas: 

690. Las raices reales de un polinomio de coeficientes reales 


a,x” + a,x.. а, (siendo a, > 0), по son superiores a: 


a) l+ 1 тах |, donde r es el indice del primer coefi- 
ciente negativo, a, son los coeficientes negativos del polinomio; 


b) p+ VER. r es el índice del primer coeficiente 


negativo, a, son los coeficientes negativos, p es un número posi- 
tivo arbitrario; 


П 
с) 2тах ут, а, son los coeficientes negativos del poli- 
nomio; 


m 
d) VE + max yje ‚ r es el indice del primer coeficien- 


te negativo, a, son los coeficientes negativos. 
691. Si todos los coeficientes de un polinomio f(x) son no 
negativos, el polinomio no tiene raíces positivas. 
692. Si /(а) > 0, f^ (a) 0, ..., f(a)>0, entonces todas las 
raices reales del polinomio no son "superiores аа. 
i 693. Acotar superior e inferiormente las raices reales de los polino- 
mios: 


а) +'—4°-„7*—Вх--3; b) 67280 —3; 
с) x” —108x* —445х° + 900x? +801; 
d) x! + 46 — 8x! — 10x 4- 14. 


$ 8. Teorema de Sturm 


604. Formar los polinomios de Sturm y separar las raíces de 
los polinomios: 


а) \—3х—1; Ь)?+—2х—1; 
с) 41147 d) 2х5; е) ®-+-3х—5. 


695. Formar los polinomios de Sturm y separar las raíces de 
los polinomios: 
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a)x*—12:—16x—4; Ь)*—х—1; 

с) 20—84" 831; Ф) и — 1 е) 4412049. 

696. Formar los polinomios de Sturm y separar las raíces de 
los polinomios: 

а) —260—468--5x--5; b) xi —26- x —2x4-V 

с) x23 rl; da 

€) *—4—4х*--4х-+1. 

697. Formar la serie de Sturm y separar las raíces de los poli» 
nomios: 

а) х*—2%—7х%--8х--1; b) Х-43--х4-11 

с) жх d) *—4^--8х®*—12х-+-8; 

e) х'+—^—2х+1. 

698. Formar la serie de Sturm y separar las raíces de los 
polinomios: м 

a) i—6x* —4x +2; b) 4x* —12x? 4- 8x —1; 

€) 3х3--124--98-4, d) х—— 4x E Ax 1; 

e) 9х* — 126x3— 252x — 140. 

699. Formar la serie de Sturm y separar las raíces de los po- 


a) 2:5 — 10x + 10x--3; 

b) х*—3х* —3х5 + 18 —3:38 —3x 4-1; 

с) rd —39--3x4-1; d) 3--58-104--2, 

700. Formar la serie de Sturm sirviéndose del derecho de di- 


vidir las funciones de Sturm por cantidades positivas, y separar 
las raíces de los polinomios: 


a) tp átl; b) ж— 2 3: — 9x1; 

c) 3-26--230-6х--1, d) x*-- 524 + 10:2 —5x— 3. 

701. Aplicando el teorema de Sturm, averiguar e! nümero de 
raíces reales de la ecuación x"+px+q=0 para p y q reales. 

*702. Determinar el número de raíces reales de la ecuación 

+ px4-q—0. 
703. Determinar el nümero de raíces reales de la ecuación 
xax + bats + 2b — 0. 

704. Demostrar que si la serie de Sturm contiene polinomios 

de todos los grados, desde el grado cero hasta el n-ésimo, enton- 
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ces el número de variaciones de signo que presenta la serie de 
los coeficientes superiores de los polinomios Че Sturm es igual al 
pareto de pares de raíces complejas conjugadas del polinomio 
inicial. 

705. Demostrar que si los polinomios f(x), f, (х), fa (9), ..., (9) 
poseen las propiedades: 

1) f (x)f, (x) cambia el signo de más a menos al pasar por una 
raíz de f (x); 

2) dos polinomios, consecutivos no se anulan simultáneamente; 
4 3 si А (5) —0, entonces fa. (xo) Y hai (54) tienen signos con- 
rarios; 

4) el último polinomio f,(x) no cambia el signo en el inter- 
valo (а, b), entonces el número de raíces del polinomio f(x) en 
el intervalo (а, b) es igual al incremento del número de varia- 
ciones de signo que presenta la serie de valores de los polinomios 
^ Far... | al pasar de a a b. 

106. Sea x, una raíz real de f' (x): 

hour ox 
109) es el residuo de la división de f(x) por f, (х), tomado con 
signo contrario; f,(x) es èl residuo de la división de f, (х) рог 
f(x), tomado con signo contrario, etc. Se supone que f(x) по 
lene raíces mültiples. Ligar el número de raíces reales de no con el 
número de variaciones de signo que presenta la serie de valores 
de los polinomios construidos para х==— oo, x, y х= +00. 

3107. Formar la serie de Sturm para los polinomios de Hermite 


Lai 
Pa =e Tia 


y determinar el número de raíces reales. 
*708. Determinar el número de raíces reales de los polinomios de 


Laguerre MS 
P, = ر‎ £60) М 
Determinar el número de raíces reales de los polinomios; 
*109. EA ÉL. 
1 
а ER 
*710. 2er tel ). 


ти. Раб (e I as). 


*712. P, (x) -(—1) (+ yz (vm) 5 
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* 713. Sea f(x) un polinomio de tercer grado sin raices múlti- 
les. Demostrar que el polinomio Р(х) =2/ (x) f" (х) — [Р (х)]* 
iene dos raíces reales у sólo dos. Estudiar el caso еп que f(x) 
tiene una raíz doble o triple, 

714, Demostrar que si todas las raíces de un polinomio f(x) 
son reales y distintas, entonces todas las raíces de cada uno de los 
polinomios de la serie de Sturm, formada mediante el algoritmo 
de Euclides, son reales y distintas. 


8 9. Diversos teoremas sobre la distribución de las raíces de un 
polinomio 
Demostrar los teoremas siguientes: 
715. Todas las raíces del polinomio de Legendre P,(x)= 


Багын son reales, distintas y están comprendidas en el inter- 


+1. 

716. Si todas las raíces de un polinomio f (x) son reales, enton- 
ces todas las raíces del polinomio А/ (х) 4-/' (х) son reales para 
cualquier 7. real. 

21717, Si todas las raíces de un polinomio f(x) son reales 
y todas las raíces del polinomio g(x) = a,x" +a "t+... а, 
son reales, entonces todas las raices del polinomio 


F (x) = оро) ар (0+... +a P (x) 


son reales. 
*718. Si todas las raíces de un polinomio / (х) a," + ax"? + 
4... +а, son reales, entonces todas las raíces del polinomio 


ae" amet ag (m— 1) x" +... 
«Eam (m—1). ..(m—2n4- 1) 


son reales no cualquier entero positivo m. 
*719. Sí todas las raíces de un polinomio f (x) =a,” + a," + 
+...-+a, son reales, entonces todas las raices del polinomio 
0 (x) = a,x" +Cja + Cia" + an 
son reales. 
720. Demostrar que todas las raices del polinomio 


(ye (m пт) emunt. 
son reales. 
*721. Determinar el nümero de raíces reales del polinomio 
ттт ani 
722. Determinar el nümero de raíces reales del polinomio 
pou A 


723. Determinar el número de raíces reales del polinomio 
Ро) = (rma) (x—6) (х—с)— A? (ка) —B* (x—b) —C*(x—0), 
si a, b, с, A, В, С son reales. 
724, Demostrar que 
At а 


" 33 
909 а гол | 
no tiene raíces imaginarias si ау, а, ...,а, Ay, Ag. ..., А,В 


son reales. 

Demostrar los teoremas siguientes: 

725. Si un polinomio f(x) tiene raíces reales distintas, enton- 
ces 5 euo f" (x) carece de raíces reales. 

26. Si las raices de los polinomios f(x) y ф(х) son reales, 
simples y se separan, es decir, que entre dos raíces cualesquiera 
de f(x) hay una raíz de ф(х) y entre dos raíces cualesquiera 
de ф(х) hay una raíz de f(x), entonces todas las raíces de la ecua- 
cion Af «не 0 son reales para cualesquiera А y y reales. 

*727. Si todas las raices de los polinomios F (х) = Af (x) + pe (9 
son reales para cualesquiera A y p reales, las raíces de los poli- 
nomios f(x) y q (x) se separan. 

*728. Si T tiene todas las raices reales y distintas y f(x) 
no tiene raíces müitiples, entonces el número de raíces reales del 
polinomio [/^ ars ЙЫ. e es igual al nümero de raíces imagi- 
narias del polinomio 44. 

*729. Si las raíces de los polinomios /, (х) y f, (x) son lodas 
reales y se separan, las raíces de sus derivadas se separan. 

*730. Si todas las raíces de un polinomio f(x) son reales, las 
raices del polinomio F(x)— yf (х) --(%-4- х) f’ (х) son reales para 
y>00 ү< —п y cualquier А real. 

*731, Si el polinomio 


Ро) =а,+ах+... ах“ 
tiene sólo raices reales y el polinomio 
(х) = 6,4-6,4... byt 


tiene raíces reales que no están comprendidas еп el intervalo (0, л), 
enlonces todas las raíces del polinomio 


ац (0) + ауф (1) x - as (2) х... + aug (n) x* 


um das las raíces d li Ї 

732. Si todas las raíces de un polinomio f (x) = a, + ax 4- . . . а, 
son reales, entonces todas las raíces del polinomio a, a. 
ауу (r—1)x2+4...+any(y—1)...(y—n+1)1" son reales para 


n—l. 
*733. Si todas las raíces de un polinomio | (x) —a, + a+ . . арх“ 
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son reales, también lo son las raíces del polinomio 


Y 10» 11Ү--9.49-3--1) 
AAA qui OTt. аа) apaia" 


para у>п—1, 4>0. 
*734. Si todas las raíces de un polinomio /(x)—a,--a,x4- 
+... ах" son reales, también lo son las raíces del polinomio 


a, +a wx + age x E A 


para 0 «zw <<1. 

*735. Si todas las raíces de un polinomio a, + ax +a? +. „ах“ 
son reales y de un mismo signo, entonces todas las raíces del po- 
linomio a, cos q-1-a, cos (ф + 0) x-i-a, cos (ф + 20): 4- . . +a, cos (f+ 
ид) х" son reales. 

*736. Si todas las raíces de! polinomio 


(a, ib) H- (a, 440) хч... (a, +)" 


están situadas en el semiplano superior, entonces (0485 las raíces 
de los polinomios 


RARA Ha у by +b +... +b" 


son reales y se separan (los números Qe, Ap, ..., Guy Ûy, bp ooo 
+.» бъ son reales). 

*737. Si todas las raíces de los polinomios q(x) у +(x) son 
reales y se separan, entonces las partes imaginarias de las raíces 
de Til eie tienen signos iguales. 

*738. Si todas las raíces de un polinomio / (х) están situadas 
en el semiplano superior, entonces todas las raíces de su derivada 
están situadas en el semiplano superior. 

*739. Si todas las raíces de un polinomio f(x) están situadas 
en algún semiplano, entonces todas Jas raices de su derivada están 
situadas en el mismo semiplano. 

*740. Las raíces de la derivada de un polinomio f(x) estan 
situadas dentro de cualquier circuito convexo que contenga en su 
interior todas las raíces del polinomio f(x). 

*741. Si f(x) es un polinomio de grado n con raíces reales, en- 
tonces todas las raíces de la ecuación [f(x)]*+ R*[f' (х)]* = 0 tienen 
la parte imaginaria menor que kn en valor absoluto. 5 

“142. Si todas las raíces de los polinomios [(x)—a y f(x)—b 
son reales, entonces todas las raíces del polinomio f(x)—A son 
reales si А está comprendido entre a y b. 

*748. Para que las partes reales de todas las raíces de un poli- 
nomio de coeficientes reales x" 4 a,x?” +... + а, sean de un mismo 
signo, es necesario y suficiente que Jas raíces de los polinomios 


A E 6... 
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У 
алтау... 
sean todas reales y se п. 

*744. Hallar las condiciones necesarias y sufitientes para que 
las partes reales de todas las raíces de la ecuación de coeficientes 
reales "4 ах? z-bx-1-c — 0 sean, negativas. 

*745. Hallar las condiciones necesarias y suficientes para que 
las partes reales de todas las raíces de la ecuación de coeficientes 
reales x + ах? + bx*--cx-- d = 0 sean negativas; 

#746. Hallar las condiciones necesarias y suficientes para que 
todas las raíces de la ecuación de coeficientes reales х? ах? 4 bx4- 
+c=0 no superen en valor absoluto a la unidad. 

*747. Demostrar que si a, >4,>4,>...>4,>0, entonces 
todas las raíces del polinomio f(x) =," ах“ "+... а, no su- 
peran en valor absoluto a la unidad. 


8 10. Cálculo aproximado de las raíces de ип polinomio 


748. Calcular la raíz de la ecuación х? —3x*—13x—7 = 0, con- 
tenida en el intervalo (— 1,0), con una exactitud de 0,0001. 

749. Calcular la raíz real de la ecuación х? —2x—5 —0 con una 
exactitud de 0,000001. 

750. Calcular las raíces reales de las ecuaciones: 

а) д—10х—5=0; b) 2—2х—30=60; 

с) —8e—4x--120; d) —369—x4- 220 
con una exactitud de 0,0001. 

751. Dividir una semiesfera de radio 1 en dos partes iguales 
mediante un plano paralelo a la 3 

752. Calcular la raíz positiva de la ecuación x*—5x—3-«0 con 
una exactitud de 0,0001. 

758. Calcular, con una exactitud de 0,0001, la raíz de la ecua- 
ción: 


a) x* 4-339 —9x—9 —0, comprendida en el intervalo (1, 2); 
b) *—4 +44 comprendida en el intervalo (—1, 0); 
c) x*--3x*--4x*--x—3-— 0, comprendida en el intervalo (0, 1); 
d) x*—10:3—16x4-5 —0, comprendida en el intervalo (0, 1); 
7 9 co вео еб, comprendida en el intervalo 
1) 3x* —6x* + 12х—8 = 0, comprendida en el intervalo (1, 2); 
g) *—3x"+4x—3=0, comprendida en el intervalo (—3, —2); 
h) *—x—7x*—8x—6 =0, comprendida en el intervalo (3, 4). 
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i) x! —8x5--333—2— 0, comprendida en el intervalo (1, 2). 

754. Calcular las raíces reales de las ecuaciones: 

а) *++3#—4х—1=0; b) 443 — 3x4 1=0; 

с) x'—68--13x—10x--1—0; d) х*—8х*—2х*--16х— 

e) x! — 5:399 —5x—1 [) х*—22—6х*--4х--4= 

g) /--22--38--0х-2-05 h) «+ 4) — 4: — 16x—8—0, 
con una exactitud de 0,0001. 


CAPITULO 6 
FUNCIONES SIMETRICAS 


$ 1. Expresión de las funciones simétricas mediante 
las fundamentales. Cálculo de las funciones simétricas de las 
raíces de una ecuación algebraica 


755, Expresar mediante los polinomios simétricos fundamentales * 
а) xi xd idi Mas 

DER ха ах 

c) хем 22244; 
d) хи xpi + xb + xix; 

е) (xı xq) (i HX) (хул) 

0) (х14-50) (xf 4-339) 0343); 

8) (2x, — Xa — 3a) (2х,—х,—х,) (2x5 73, — 4); 

h) (ка)? (хан) (ху — 44) 

756. Expresar mediante los polinomios simétricos fundamentales 
8) (хха) (54-54) 055 44) (ка H ха) (ка + Xo) ба H a)i 

b) (даха H Xaa) (хх, + Xa) (ах, + хх); 

C) GE, xax) (Kı — а) а 36 — 4 + ха). 


757. Expresar mediante los polinomios simétricos fundamentales 
los polinomios monógenos: 


а) xp D pat. п) фра 


bathe AS o) хф. +. 
с) М. Dope p) хра + 
d) aiit.. j) int 9) мх, +. 
e) ма+ к) 4+... т) маф. 
nua. )abinnee: з) да+ 


m) x EO Pift 
”› Es decir, mediante los polinomios simétricos elementales. Véase А. С, Ku- 


а me de álgebra superior. Editorial Mir, Musen, 1968, pàg. 330. (Nota 
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1158. Expresar mediante los polinomios simétricos fundamentales: 
а) (хх. рај Нова 
XS (арка E +... 
AAA) 
b) (+554...) ба — 2 5... 
она) 0 deg +++ m Xp). 
759. Expresar mediante los polinomios simétricos fundamentales: 
а) РОНЕ b) PLE 


о gea à Д Goes 
m rm 


760. Expresar mediante los polinomios simétricos fundamentales 
el polinomio monógeno: 


МА]... 
761. Expresar mediante los polinomios simétricos fundamentales: 
Убари, Fart, +... фан. 
La suma se extiende a todas las permutaciones posibles 
Ex ба, ++.» d de los números 1, 2, ..., n. 

762. Expresar mediante los polinomios simétricos fundamentales: 
yy کبک ېھ‎ Жз p A ба), (аа), 

Mt у nta ара T PA 2 

Р AY (A E 

o (atiti) (++i). 

763. Expresar mediante los polinomios simétricos fundamentales: 
PERE им за ү хыз | кың, 

8) НЫНАН Тан Кия 


ха аз nce + | Хазха , хах 
ESSE E Ги 


ае Expresar mediante los polinomios simétricos fundamen- 
ales: 


2X; 0 5 opi 


1617 “ 
DEA: II 
ihj D ta 5 
E 


765. Caleular la suma de los cuadrados de las raíces de lá 
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ecuación 
323--0х--8--0, 

766. Calcular el valor de la función simétrica xix, + x,x3 4 
+ Ai, + xyx de las raíces de Ja ecuación Х"— 3 — 
— Ax + 1=0. 

767. Determinar el valor de la función simétrica monógena 

AA es 
du las raíces de la ecuación 
تر ار‎ —2x!—à3x4-1-0. 

768. Sean x, x, x, las raíces de la ecuación х? +px+q=0, 
Calcular: 

* lA 48 (28: 

92 E E LE =) 

b) хах xf O 

€) (X — дох) 06x95) (68 352) 

4) (eı +a) бү d xs)“ ээ 


КЕЛИС ај xb qi bns 
(EUG 01700841) а ED 


rta 
GERD Gem RI 

769. ¿Qué relación existe entre los coeficientes de la ecuación 

cúbica 

-Еах@--Ьх-Ес=0, 
si el cuadrado de una de las raíces es igual a la suma de los cua- 
drados de Jas otras dos? 

770. Demostrar el teorema: para que todas las raíces de la 
ecuación cúbica х74-0х2--0Х--2--0 tengan las partes reales nega- 
tivas, es necesario y suficiente el cumplimiento de las condiciones: 

a>0, ab=c>0, с»0. 

771. Hallar el área y el radio del círculo circunscrilo del trián- 

gulo cuyos lados son iguales a las raíces de la ecuación cúbica 
хаж? d bx--c— 0. 

*772. Hallar la relación entre los coeficientes de la ecuación 

cuyas raíces son iguales a los senos de los ángulos de un trián- 


ulo. 
M 773. Calcular el valor de la función simétrica de las raices de 
la ecuación f (х) =0: 

а) ха ва Г) = 302 бе; 


bud... Р) =3—20 2041; 
€) (8а хха + Gd 4-а, Ф), 
Ро) = 5х? —6х2--7х—8, 
174, Expresar mediante los coeficientes de la ecuación 
ал? ар“ + a,x а, =0 
las funciones simétricas siguientes: 
8) a$ (x, — xa)" (ку) (24); 
b) a$ (d — xaa) (G—X 40) 65 — Xx) 
= Е 
©) tr za 45e zur m — : 
d) а: (tf Fx, А) E ҺА). 
776. Sean Хү, Xy, ..., x, las raíces del polinomio 
хаух"... фа, 
Demostrar que todo polinomio simétrico еп Хр, Xy, ..., Xp, se 
puede expresar en forma de un polinomio еп x,. 
776. aplicando el resultado del problema 775, resolver los pro- 
blemas 755 e), 755 g), 774 b), 774 d). 
A 


777. Hallar Se. donde f, es la k-ésima función simétrica 
fundamental de Хи Wy ت‎ 


778. Supongamos que se conoce la expresión de la función 
simétrica F(X,, Xy ..., x,) mediante las fundamentales. Hallar la 


^ 
expresión de Ex mediante las funciones simétricas fundamen- 
tales. Өй | 

Demostrar los teoremas: 

779. Si Р(х, Xa ..., Xa) es una función simétrica que posee 
la propiedad 

F (4-8, A AAA 

y si D(f, fa, ..., fn) es su expresión mediante las fundamentales, 
entonces 


пара +... 090, 


y recíprocamente. 
180. Todo polinomio simétrico homogéneo de segundo grado 
que posea las propiedades del problema 779 es igual a в, 2 (e — хь, 


donde a es una constante, 
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781. Hallar la forma general de los polinomios simétricos ho- 
moo de tercer grado que posean la propiedad del proble- 
ma 779. 


782. Expresar mediante los polinomios simétricos fundamentales 
Y Gum Gm 
пете» 


empleando el resultado del problema 779. 
783. Demostrar que entre los polinomios simétricos F(x, 
Ху, +++, Ха) que poseen la propiedad 


Р(х, Xar X) =F (xı +a, Xa Fa, ..., ata), 


existen n—1 “polinomios principales" ф,, Фа, 
que todo polinomio de la clase. considerada 
forma de un polinomio en y, Фа, .. 

784. Expresar mediante los poli 
783 las funciones simétricas siguientes: 


а) (хуг-хч 0535)! 0—5) 

b) (ж) а) (ба). 

785. Expresar mediante los polinomios Ps, Фа, P, del problema 
783 las funciones simétricas siguientes: 

а) (хха) (а. 

b) А О) (ху--34) (а) (64)! (ка 


$ 2. Sumas de potencias 


786. Hallar las expresiones de s, Sa, Se Ss, s, mediante los 
polinomios simétricos fundamentales empleando las fórmulas de 
Newton *. 

787. Expresar fas fas Fu fs, fa” mediante las sumas de poten- 
cias $,, Sẹ ..., empleando las fórmulas de Newton. 

788. Hallar la suma de las quintas potencias de las raíces de 
la ecuación 


q,, О sea, tales 
de expresarse еп 


Фа 


mios Pı Фа del problema 


0—40 380—402 +х+1 =0. 
789. Hallar la suma de las octavas potencias de las raíces de 
la ecuación 
х—>—1=0. 
790. Hallar la suma de las décimas potencias de las raíces de 
la ecuación 
#—3х+1=0. 


* Véase А. G. Kurosch, Curso de álgebra superlor, Ed. Mir, Moscó 1968, 
pág. 340. En este libro, en lugar de f se emplea la notación о (Nota del T). 
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791. Hallar las sumas de potencias 5,, Sy, 


+ 5, de las raíces 
de la ecuación 


4- a =0. 
792. Demostrar que 
а) = (—1 к-да — 


D (#—5) „а-аа 
ta u.s]. 


si Хү, x, son las raíces de la ecuación cuadrática ax*--bx--c— 0. 
793. Demostrar que para cualquier ecuación de tercer grado 
se tiene: Ы 


к=з 00—19. 


794. Demostrar que si la suma de las raíces de una ecuación 
de cuarto grado es igual a cero, entonces 


EE 


795. Demostrar que si para uma ecuación de sexto grado 
5,2 5, =0, entonces 


РЭГ 
rr 
796. Hallar las ecuaciones de n-ésimo grado para las cuales 
ES. уге iO, 


797. Hallar las ecuaciones de n-ésimo grado para las cuales 
$$... 5,0. 

de n-ésimo grado para la cual 

Saa =Â. 


20 


799. Expresar 344 mediante las sumas de potencias, 
£ 

*800. Expresar 2)(x;4-xj)* mediante las sumas de potencias. 
I 

*801. Expresar Za) mediante las sumas de potencias. 
© 


RE 0 20 


Ah 1 
802. Demostrar que 56-135/. |, 


ks Һа һа 
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$1 0 
„јаз 2 
803. Demostrar que /, = ру |5 5 5, 3 


Sh Skai Sh 
gre et 
s 1 0 
804. Calcular el determinante |s, s 2 


цул 
3805. Hallar la suma s, de las raices de la ecuación 
X,(x)=0. 
*806. Demostrar que f, fa y f, de las raíces de la ecuación 


X, (x) =0 sólo pueden tomar los valores 0 y +1. 
*807. Resolver el sistema de ecuaciones: 


ха. ита, 
МИ. A, 


хрх... фа 


y calcular x 2"... Fxg, 

"808. Calcular las sumas de potencias 5,, Sp ..., $, de las 
raices de la ecuación 
x" (a 4- D) x*7* (а Fab 09) х 73 t... 
(ача... bn) e 0. 

*809, Calcular las sumas de potencias S, Sp ..., 5, de las 
raíces de la ecuación 

apathy -- (аз 4- b5) x97? (a 6") = 0. 


$ 3. Transformación de ecuaciones 
810. Hallar las ecuaciones cuyas raíces son: 
8) х.х, Xa Xy | 
b) (,—3x)*, (х,—)#%, (ха) 
с) AX xy. хуи, XI ка 
4) (худ) (коа), (3) (а — 
ом D ah ж д, 
donde x,, X, x, son las raíces de la ecuación х? алх? 4-6х4-с=0. 
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(ха) (х,—х,); 


811. Hallar la ecuación cuyas raíces son: 
tata y (x, eel. 


donde e=—4+ UE, Ху, XQ X, son las raíces de la ecuación 
X" Бах bx +с=0. 

812. Hallar la ecuación de menor grado, si una de sus raices 
es: Špit 2, donde ху, x, x, son las raices de la ecuación 
cúbica fax +bx+c=0, y los coeficientes se expresan racional- 
mente mediante los coeficientes de la ecuación dada. 

813, Hallar la ecuación de menor grado, si una de las raíces 


es Ж, donde x, x, x, son las raíces de la ecuación x" + ax" + 


+ bx4-c=0, y sus coeficientes se expresan racionalmente mediante 
los coeficientes de la ecuación dada. 

814. Hallar la ecuación de menor grado, cuyos coeficientes se 
expresan racionalmente mediante los coeficientes de la ecuación 
dada x'J-ax'--bx*--cx--d-- 0, tomando como una de las raíces 
de la: ecuación buscada: 

o 

d) хха 6) (х). 

815. Aplicando los resultados de los problemas 814 а) y 814 b). 
expresar las raíces de la ecuación de cuarto grado mediante las 
raíces de la ecuación auxiliar cúbica del problema 814 a). 

816. Escribir la fórmula de resolución de la ecuación 


х'—бах" 4- bx — 3a? =0. 
817. Formar la ecuación, si una de las raíces es: 
(хаха xus H Xy e Xa E 3334) (хх, H Xy ХК ехо Хаа), 
donde хү, Хү, Ха, ха, x, son las raíces de la ecuación 
x*ax4- b 0. 


8 4. Resultante y discriminante 
*818. Demostrar que la resultante de los polinomios 
FG) ox" patte .. ba, y ф(х) bur" + sso d o 
es igual al determinante formado por los coeficientes de los resi- 
duos de la división de ф(х), xp(x), ..., х" (х) por f(x). Se 
supone que los residuos están dispuestos en el orden de crecimiento 
de las potencias de x (método de Hermite). 


Observación. El residuo r,(x) de la división de x*7'q (x) 
por f(x) es igual al residuo de la división de xr,., (x) por (х). 


по 


*B19. Demostrar que la resultante de los polinomios 
Tx) e aue aye p ан 
y 
q(x) muet pb tp eese, 
es igual al determinante formado por los coeficientes de los poli- 
nomios de (n—1)-ésimo grado (o inferior) 
Ya (x)= (97! а... Баа) P 
RR Fn) НО), 
k=1,2, ..., п (método de Bézout). 
Observación. фу = арб. фа фи tr- brf 
9820, Demostrar que la resultante de los polinomios 
Роде ах" Had у %60= x +b... + ба 
рага f > m, es igual al determinante formado por los coeficientes 
de los polinomios x, (х), de grado no superior a n—1, determina- 
dos por las fórmulas 
ya (x)= IG) si Lec becn—m; 
Ja (x) = (ао atta. pcm i) 17 9 ()— 
OA p ин O nem x) РО) 
(los polinomios 3, se disponen en el orden de crecimiento de las 


potencias de x). 
Observación. X, 444a, ^q (x) —bi (x). 


Ka = Хаа na I) — Ui ne (*) 


para # > п—т+1. 
821. Calcular la resultante de los polinomios: 


a) х*—3х'--2х--1 y 2x1; 
ру29--88- 2-1 у FFB; 
с) 20--88-х--2 y *—2#—3х+-4; 
y 
y 


d)3e--2x-i-Rl у Dx; 
е) 2—43 88-04 
ђ ар ах у bax FD +b. 
822, ¿Para qué valor de À los polinomios 
a)px—À-2 у + 
b)x3—2Ax--À y tyit; 
с) х9 у 2x3, 
tienen una raiz común? 
ш 


823. Eliminar x entre el sistema de ecuaciones 
а) y+ =s, | aux 
b) —xy—y+y=0, xtX 
€) yo ха —2x!— 6x4-8, gy —2x9—8x*4-5x-- 2. 
824. Resolver los sistemas 
а) Y —Txy +4° + 13x — 29 —3 — 0, 
4f — Magy + Dat + 28: —4y —5 — 0; 
b) 4x —y—3x—0, у#—бху-——х*--11у-4-7х—12=0; 
c) Sy —6xy 5x2 —16=0, y—xy+2x*—y—x—4=0; 
d) HA) ye —2x 43 —0, 
б + (2 +7) у{-2— — 6x —3 —0; 
е) 20—40 —(2x* — 12x +8) y + л" + 6x? — 16v — 0, 
Фу" — (3x410) y? —(4x* — 24x 4-16) —3x?-- 2x? — 12x 4-40 2:0. 
825. Determinar la resultante de los polinomios 
ARA у дух" ах" po 
826. Demostrar que 9t (f, ф,-ф,) —9t (f, Ф): (f, qu). 
"827. Hallar la resultante de los polincmios 
Х„ух"—1. 
*828. Hallar la resultante de los polinomios X, y Хе 
829. Calcular el discriminante del polinomio: 
а) ó—3x—2x4 Y b) ха 2x Ax l; 
c) 3x? -- 3x? -- 5x 4-2; d) х*—х*—3х%--х-Е1; 
e) 20 —x —4x* Ex 4-1. 
830. Calcular el discriminante del polinomio: 
а) х"—Бах' + Satx—b; b) (x*—x+ 1(2 (х0), 
с) ax? —bx? + (b—30)x+a; 
d) Аха 4-8 (& —4) x: —2 (4 —8) x—4. 
831. ¿Para qué valor de А el polinomio 
а) —3x +2; b) х"—4х + hic) хә —8x* +(13—2)x—(6+ 2); 
d) x* —4x*-- (2 —3) xt --2x—2, 
tiene raíces múltiples? 


832. Dar una caracierística del número de raices reales del 
polinomio de coeficientes reales según el signo del discriminante; 
a) para un polinomio de tercer grado; . 


иг 


b) para un polinomio de cuarto grado; 

с) en el caso general. 

833. Calcular el discriminante del polinomio х^ 4-а. 
*834. Calcular el discriminante del polinomio x" + px +g, 
*835. Calcular el discriminante del polinomio 


ах" xa. 
836. Conociendo el discriminante del polinomio 
[^ n Ба 
hallar el discriminante del polinomio 
а," а цэн 


837. Demostrar que el discriminante de un polinomio de cuarto 
grado es igual al discriminante de su resolvente de Ferrari [pro- 
blema 814 a) y problema 80]. 

838. Demostrar que 


D((x—a)[ 00) = D (f (x) Ор. 
*839. Calcular el discriminante del polinomio 
nl 
*840. Calcular el discriminante del polinomio - 
a E Ha. 


841. Demostrar que el discriminante del producto de dos poli- 
nomios es igual al producto de los discriminantes multiplicado por 
el cuadrado de su resultante. 

842. Hallar el discriminante del polinomio 


5-1 


цан хол 


5848. Hallar el discriminante del polinomio circular X,. 
*844. Calcular el discriminante del polinomio 


(Teo). 


*845. Calcular el discriminante del polinomio 


Е,= 


Ра pr سے‎ s ны 


*846. Calcular el discriminante del polinomio de Hermite 
E 


Pag 
рк) е “л. 


из 


*847. Calcular el determinante del polinomio de Laguerre 
P.)-(—ip e. 
*848. Calcular el discriminante del polinomio de Chébichev 
2соз (r arccos s). 


*849. Calcular el discriminante del polinomio 


En 


Poe 


*850. Calcular el discriminante del polinomio 


ea 


1 
P (s) (у T LEER, 
*851. Calcular el discriminante del polinomio 


EE 
D 


Р, 


аА 
*852. Hallar el máximo del discriminante del polinomio 
xat Loo 
cuyas raices son todas reales y están ligadas por la relación 
хф... px = п (n—1)R. 


853, Conociendo el discriminante de f(x), hallar el discrimi- 
nante de f(x*). 

854. Conociendo el discriminante de f(x), hallar el discrimi- 
nante de f(x”). 

855. Demostrar que el discriminante de F (x) = f (4 (x) es igual a 


"Дре. 


donde т es el grado de ф(х); Хү, Xs, ... x, son las raíces de f(x). 
Los coeficientes superiores de f y ı se suponen iguales a la unidad. 


$ 5. Transformación de Tschirnhausen 
y racionalización del denominador 


856. Transformar la ecuación (x— 1) (x —3) (x 4- 4) 20 mediante 
la sustitución y=x*—x—1. 
857. Transformar las ecuaciones: 
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а) x*—3x —4—0 mediante la sustitución y=x*+x-+1; 

b) 2?--2x*--2 —0 mediante la sustitución y 

с) x*—x—2=0 mediante la sustitución y 

d) *—x*—x? 4-1 = 0 mediante la sustitución y = ax? -- xt + +1. 

858. Transformar las ecuaciones según Tschirnhausen y hallar 
las transformaciones inversas: 

a) 3 —4-4-2—0, у=е+% 

b) i—3x+1=0, y= +i 

€) 454611 =0, уе + 4х@--3х—1. 

859. Transformar la ecuación x*—x*—2x+1=0 mediante la 
sustitución y =2—a* e interpretar el resultado obtenido. 

860. Para que las raíces de una ecuación cúbica de coeficientes 
racionales se expresen entre sí racionalmente con coeficientes racio- 
nales, es necesario y suficiente que el discriminante sea 6) cua- 


drado de un número racional. Demostrarlo. 
861. Racionalizar los denominadores de las expresiones: 


а) چچ‎ 1 


П 
[ram 115343 
862. Racionalizar los denominadores de las expresiones; 


П А 
unan? 


а) түт, а? —3«4- 1 = 0; 


Ы 01. сбфог да +4=0; 
9 араат. ®—=©+®+1=% 


donan) Halaia 620. 


863. Demostrar que toda función racional de la raíz х, de la 
ecuación cúbica x"+ax*+bx+c=0 puede expresarse en la forma 
2858 con coeficientes A, B, C, D, que se expresan racionalmente 
mediante los coeficientes de la expresión inicial, y mediante los 
coeficientes a, b, c. 

864. Supongamos que el discriminante de una ecuación cübica 
de coeficientes racionales, siendo irreducible en el campo de los 
números racionales, es el cuadrado de un número racional. Enton- 


ces, se puede establecer entre las raices la relación x, = 


7 
б ` 
¿A qué condición deben satisfacer los coeficientes а, B, y, 62 


ns 


865. Hacer la transformación y —x* en la ecuación 

A AA 

866. Hacer la transformación y=x” en la ecuación 

ах" ani... +a,=0. 

*867. Demostrar que si todas las raices х, del polinomio 
Го) = хта". Ба 9,90, 


de coeficientes enteros, satisfacen a la condición | x; | « 1, entonces 
todas son raíces de la unidad. 


$ 6. Polinomios que no varían en las permutaciones pares de as 
variables. Polinomios que no varían en las permutaciones 
. circulares de las variables 


868. Demostrar que si un polinomio no varía en las permuta- 
ciones pares M cambia de signo en las impares, entonces es divi- 
sible por el deferminante de Vandermonde formado рог las variables 
y el cociente de la división es un polinomio simétrico, 

869. Demostrar que todo polinomio que no varía en las permu- 
taciones pares de las variables, puede expresarse en la forma 


РРА, 
donde Р, у F, son polinomios simétricos y А es el determinante 


de Vandermonde de las variables. 
870. Calcular 


і x 


871. Formar la ecuación cuyas raíces son 
o + Үл, 
donde хү, x, x, son las raíces de la ecuación x! ах + bx 


с= 0. 


872. Formar la ecuación cuyas raíces son: 
хил Xal + Хада ХЕ Хай Aa a + Хийн 


donde хү, x, x, son las raíces de la ecuación x pr4- 930; 
Ya» їз, Уу son las raíces de la ecuación + ри+а =0, 
3. Para que las ecuaciones de coeficientes racionales 


*+px49=0, 
+рх+{ =0 
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estén relacionadas por una transformación racional de Tschirnhau- 
sen, es necesario y suficiente que “la razón de sus discrimi- 
nantes A y A' sea el cuadrado de un número racional y que una 
de las ecuaciones 


w=3ppu + + VAR 


tenga una raíz racional. Demostrarlo. 

874, Demostrar que todo polinomio en n variables x, Хү, ... , 
X, que no varía en las permutaciones circulares de las variables, 
se puede expresar en la forma 

Ж Ач"... үйл, 
donde т, Mas +++ + Тл, SON las formas lineales: 

тее... ва 

Th = е ув... Ха 


Tha mg"! eng 


y los exponentes бү, ба, ... , Œn., satisfacen a la condición: 
a + 204 + ... +(п— 1) &,.., es divisible рог n. 

875. Para las funciones racionales que no varían en las per- 
mutaciones circulares de las variables, indicar 4 fundamentales 
(fraccicnarias y con coeficientes no racionales) mediante las cuales 
se expresan todas racionalmente. 

876. Para las funciones racionales de tres variables que no 
varían en las permutaciones circulares, indicar tres funciones 
fundamentales de coeficientes racionales. 

877. Para las funciones racionales de cuatro variables que no 
varían en las permutaciones circulares, indicar cuatro funciones 
fundamentales de coeficientes racionales. 

878. Para las funciones racionales de cinco variables que no 
varían en jas permutaciones circulares, indicar cinco funciones 
fundamentales de coeficientes racionales. 


CAPITULO 7 
ALGEBRA LINEAL 


En este capítulo se ha admitido la siguiente terminología y 
notaciones, Si no hay alguna restricción especial, el vocablo 
espacio significa un espacio vectorial sobre el campo de los núme- 
ros reales. Se emplea este vocablo independientemente de que se 
considere el espacio de por sí o como una parte de otro espacio 
más amplio. No obstante, cuando hay que subrayar esta última 
circunstancia, se emplea el vocablo subespacio. Se llama variedad 
lineal el conjunto de los vectores de la forma Х,--Х, donde X, 
es un vector fijo y X recorre el conjunto de todos los vectores de 
cierto subespacio. 

La igualdad X= (х, x, .... х„) denota que X tiene las co- 
ordenadas Хү, Xq ... , X, en una base fijada del espacio; además, 
cuando se trata del espacio euclídeo, se supone que la base es 
orlonormal. 

A veces, los vectores se llaman puntos; las variedades unidi- 
mensionales, rectas y las bidimensionales, planos. 


$ 1. Subespacios y variedades lineales. Transformación de coordenadas 


879. Se da un espacio vectorial engendrado por los vectores 
X, X, .-., Ка Determinar su base y dimensión: 


a) X, (2, 1,3,1), Х,=(1, 2, 0,1), X,=(—1,1,—3,0); 
b) Х,=(2, 0, 1, 3, —1), Х,-01 1,0, р, 
Х,=(0, —2, 1, 5, —3), Х,=(1, —3, 2, 9, — 5): 
с) Ху-(2, 1, 3, —1), Х,=(—1, 1, —3, 1), 
Х,=@, 5, 3, —1), Х,=(1, 5, —8, 1). 
880. Determinar la base y la dimensión de la unión e inter- 


са de e espacios engendrados por los vectores Х,, ..., X, 
е 


, 2, 1, 0), Y,=(2, —1, 0, 1), 
—1111, Y,-(l.—l,83 7); 

b) X,=(1, 2, —1, —2), Y =(2, 5, —6, — 5), 
18 


3, 1,1, D). Ү,=(—1, 2, —7, —3), 
(— 1, 0, 1. — 1 
с) X,=(1, 1, 0, 0), Y,=(0, 0, 1, 1} 
Х,= (1, 0, 1, 1). Y,=(0, 1, 1, 0). 
881. Hallar las coordenadas del vector X en la base E, Ел 


a) X20, 2,1, 10), E=01111 £=(1 1-10 
Es=(1, —1, 1, —1), £eetl, — 1, —1, 1); 

b) Х-(0, 0, 0, 1), E,=(L, 1,0, 1), E,=(2, 1, 3, 1), 
E¿=(1, 1, 0, 0), E,=(0, 1, —1, — 1). 


882. Escribir las fórmulas de transformación de las coordena- 
das al pasar de la base Ey, E, Es E, а la base Ej, Ep Es, Ёс 


a) Б,=(1, 0, 0, 0.  E,=(0, 1, 0, 0), E; —(0, 0, 1, 0), 
Ба=(0, 0, 0, I) = (1, 1, 0, 0), E¿=(1, 0, 1, 0), 
Ej—(, 0,0,1), Е/-0, 1,1. D; 

b) E,=41, 2, — 1, 0), Е,=(1, — 1, 1, 1), 

Е,=(—1, 2, 1, I), В,=(—1, — 1, 0, 1) 
E¡=(2, 1, 0, 1), Е,=(0, 1, 2, 2), 
Ёу-1-2, 1, 1, 2), ЕЁ, = (1, 3, 1, 2). 
883, La ecuación de una "superficie" respecto de cierta base 


E, ..., E, tiene la forma х1--х2—х2—х1= 1. Hallar la ecua- 
ción de esta misma superficie respecto de la base 
Eje, 1,1,1); Ej=(1, —1, 1, —1); 
Es=(1, 1, —1, —1); Е;=(1, —1, —=1, 1) 


(las coordenadas se dan en la misma base Ey, . Ej). 

*884. En el espacio de los polinomios de grado no superior 
a n en cosx, escribir las fórmulas de transformación de las co- 
ordenadas para pasar de la base 1, cosx, ..., cosx а la base 
1, cosx, ..., cosnx y reciprocamente. 

885. En el espacio de cuatro dimensiones, hallar una recta que 
pase por el origen de coordenadas y se corte con las rectas: 


1 =243l, х=1—1, ке —1+8, x, 3—2t 


x=, n=l, Ху- 1-4, x, А26 
Hallar los puntos de intersección de esta recta con las dadas. 
по 


886, Demostrar que dos rectas cualesquiera en el espacio 
n-dimensional pueden introducirse en una variedad lineal tridi- 
mensional. 

887. Estudiar en el caso general la condición de resolubilidad 
del problema 885 para dos rectas en el espacio n-dimensional. 

888. Demostrar que dos planos cualesquiera en el espacio 
n-dimensional pueden introducirse en una variedad lineal de cinco 
dimensiones. 

889. Describir todos los casos posibles de la posición relativa 
de dos planos en el espacio n-dimensional. 

890. Demostrar que una variedad lineal puede caracterizarse 
como el conjunto de los vectores que, junto con dos vectores 
cualesquiera X,, Xy, contiene también su combinación lineal 
aX, +(1—a) X, para cualesquiera о. 


$ 2. Geometría elemental del espacio euclideo n-dimensional 


891. Determinar el producto escalar de los vectores X e Y: 
a) X=(2, 1, —1, 2, Y=(3, —1, —2, 1); 

b) X=(1, 2, —1), Y=(—2, 3, —5, —1). 

892. Calcular el ángulo formado por los vectores X e Y: 

a) X=(2, 1, 8, 2, К=(, 2, —2, 1); 

b) X=(1, 2, 2, 3, Y =(3, 1, 5, 1); 

с) X=(l, 1, 1, 2, Y (3, 1, 1, 0). 


893. Calcular los cosenos de los ángulos que forma la recta 
Xx =X,=...=X, con los ejes de coordenadas. 

894, Calcular los cosenos de los ángulos internos del triángulo 
ABC, dado por las coordenadas de sus vértices: 


A=(1, 2, 1, 2, 8-4 1, —1, 0), C=(1, 1,0, D. 


895. Hallar las longitudes de las diagonales de un cubo n-di- 
mensional de lado 1. 

896. Hallar el número de diagonales de un cubo n-dimensional 
que son ortogonales a una diagonal dada. 

897. Hallar en el espacio n-dimensional n puntos de coordena- 
das no negativas, de modo que las distancias entre sí y hasta el 
origen de coordenadas sean iguales a 1. Colocar el primero de 
estos puntos en el primer eje coordenado, el segundo punto en el 
plano engendrado por los ejes primeros, etc. (Estos puntos, junto 
con el origen de coordenadas, son los vértices de un simplex re- 
gular de arista 1.) 

898. Determinar las coordenadas del centro y el radio de la 
esfera circunscrita en el simplex del problema 897. 

899. Normalizar el vector (3, 1, 2, 1). 
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900. Hallar un vector normalizado que sea ortogonal a los vec- 
tores (1, 1, 1, 1), (1, —1, —1, 1), (2, 1, 1, 3). 

901. Construir una base ortonormal del espacio, tomando como 
vectores de la base los vectores 


EEE Е. (287: t 5 
(zerret) y Pit —+) 

902. Mediante el proceso de ortogonalización, hallar una base 
ortogonal del espacio engendrado por los vectores (1, 2, 1, 3), (4, 
1, 1, 1), (3, 1, 1, 0). 

903. Agregar a la matriz 


At ER Y 
{10 01—2 
М1—10 2 


dos filas más, que sean ortogonales entre sí y ortogonales a las 
primeras tres filas. 
904, Interpretar el sistema de ecuaciones lineales homogéneas 


anti Haat t.. -Hantu nO, 
ал База. +айых„=0, 
а, EL 


y su sistema fundamental de soluciones еп el espacio de л dimen- 
slones, considerando los coeficientes de cada ecuación como las 
coordenadas de un vector, 

905. Para el sistema de ecuaciones 


Sx, —X—X + =0, 
ха xy — x, =0 
hallar un sistema fundamental ortonormal de soluciones. 

906. Descomponer el vector X en una suma de dos vectores, 
uno de los cuales esté situado en el espacio engendrado por los 
vectores Ay, As ..., An y el otro sea ortogonal a este espacio 
(proyección ortogonal y componente ortogonal del vector X): 

а) X=(5, 2, —2, 2), 4,=(2, 1, 1, —1), 4,=(1, 1, 3, 0) 

b) —3, 5, 9, 3), А, =(1, 1, 1, 1), 

А,=(0, —1, 1, 1), 4,=(2, —7, —1). 

907. Suponiendo que los vectores А,, Az, ... , Ад son lineal- 
mente independientes, escribir las fórmulas para el cálculo de las 
longitudes de los vectores componentes del problema 906, planteado 


de forma general. 
908. Demostrar que, entre todos los vectores de un espacio 
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dado Р, forma el ángulo mínimo con un vector dado X la рго- 
yección ortogonal del vector X sobre el espacio Р. 

909. Hallar el ángulo mínimo entre los vectores del espacio P, 
engendrado por los vectores A, ..., Ад, y el vector X: 


a) X=(1, 3, —1, 3, A, (1, —1, 1, 1), 4, —(5, 1, —3, 3); 
b) X=(2, 2, —1, 1), A,—(1, —1, 1,1), 
A,7(—1, 2,3, 1), A,=(1, 0, 5, 3). 


910. Hallar el ángulo mínimo formado por el vector (1, 1, 
++. + 1) con los vectores de algún espacio de coordenadas m-di- 
mensional. 

B11. Demostrar que entre todos los vectores X—Y, donde X 
es un vector dado e Y recorre el espacio dado P. tiene la longi- 
tud mínima el vector X— X', donde X' es la proyección ortogo- 
nal de X sobre P. (Esta longitud mínima se llama distancia del 
punto X al espacio P.) 

912. Calcular la distancia del punto X hasta la variedad lineal 
ARA + АА 

а) X=(1,2, —1, 1), A,=(0, —1, 1, 1), 

A,=(0, —3, —1, 5), А,=(4, —1, —3, 3); 
b) X=(0, 0, 0, 0), А,= (1, 1,1, 1), A,=(1, 2, 3, 4). 


913. Se considera el espacio de los polinomios de grado no 
superior а n. El producto escalar de dos polinomios f,, f, se define 


сото fh (Q0, G) dx. Hallar la distancia del origen de coordenadas 


è 
hasta la variedad lineal formada por los polinomios x" {at 4- 
+... а 
914. Señalar un método para determinar la distancia minima 
entre los puntos de dos variedades lineales Х,--Р y Y +0. 

15. Los vértices de un simplex regular n-dimensional (véase 
el problema 897), cuya arista es de longitud 1, se han dividido 
en dos conjuntos de m+1 y n—m vérlices. Por estos conjuntos 
de vértices se han trazado variedades lineales de dimensión mi- 
nima. Calcular la distancia minima entre los puntos de estas va- 
riedades y determinar los Попіс рага los cuales ésta se realiza, 

*918. En el espacio de cuatro dimensiones se dan dos planos, 
engendrados por los vectores A,, А, y B,, B,. Entre los ángulos 
formados por los vectores del primer plano con los vectores del 
segundo plano, hallar el mínimo: 


=(1, 0, 0, 0), 4,—(0, 1, 0, 0), B,=(1, 1, 1, 1), 
B,=(2, —2, 5, 2) 
1, 0, 0, 0), A¿=(0, 1, 0, 0), В, =(1, 1, 1, 1), 
B,=(1, —1, I, —1). 


*917. Un cubo de cuatro dimensiones se corta por un "plano 
tridimensional” qe pasa por el centro del cubo y es ortogonal 
a una diagonal. Determinar la forma del cuerpo que resulta en la 


intersección. 
*918. Se d un sislema de vectores linealmente independientes 
WA жуз 2 Е! porum: de е que son los extremos de 


los vectores Беу ai О 1, ОС |, 

зе llama aralelepípedo и Sobre los vectores В, Ву... 

ааг el volumen del paralelepipedo inducción, como el 

vol Le de la "base" [8,. By, ..., | multiplicada por la 

"altura", igual a la distancia del extremo del vector B, hasta el 

espacio engendrado por la base. El "volumen del paralelepípedo” 

unidimensional (B,] se toma igual a la longitud del vector B,. 

a) Escribir la fórmula para calcular el cuadrado del volumen 

ў convencerse de que el volumen no depende de la numeración de 
о: 


5 vértices. 
b) Demostrar que Y en Bp ... „Ва =|с|У[8, В, .... Ва) 
с) Demostrar que V[Bi + Ba) SV (Bi. В 
„|+ [В Ва с... Bal, y averiguar cuándo se "verifica la la 


igualdad. 

919. Demostrar que el volumen de un paralelepipedo n-dimen- 
sional en el espacio n-dimensional es igual al valor absoluto del 
determinante formado por las coordenadas de los vectores que lo 
engendran. 


*920. Sean Cy, C, .... C, las proyecciones ortogonales de 
los vectores B,, B, ..., Ba sobre cierto espacio. Demostrar que 
V [Ci C, ..., Ca] &VIB, В„.... Ва). 

*921. Demostrar que 
У(4,..., Am Ву se , В УА, Ах 


хУ[В,, .... Bj] 


(comparar con el problema 518). 
922. Demostrar que 


VÍA, Ap мн ААТА... 14m] 


(comparar con el problema 519). 
923. Hallar el volumen de una esfera n-dimensional aplicando 
el ТУ Че Сауайегї. 
924. considera el espacio de los polinomios de grado по 
1 


superior а л. Por producto escalar se toma | /,(x)/.(x)dx. Hallar 
à 


el volumen del paralelepípedo formado por los vectores de la base, 
[аро de la cual las coordenadas del polinomio son sus соейсїеп- 
ез. 
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$ 3. Números característicos y vectores propios de una matriz 


925. Hallar los números característicos y los vectores propios 
de las matrices: 


503) (а): Cs) 


ET Г ES 
(1111 e(- 1) 
рер tel T 
1-1-101 5 4 


3 | 0 [2 5 —61 
09(-4-14 ој p[46—9j. 
4 —8 —2 3 6 —8. 


926, Conociendo los nümeros característicos de la matriz A, 
hallar los números característicos de la matriz А“. 

927. Conociendo los múmeros característicos de la matriz A, 
hallar los números característicos de la matriz Аз, 

928, Conociendo los números característicos de la matriz А, 
hallar los números característicos de la matriz A^. 

929. Conociendo el polinomio característico F(A) de la matriz 
A (de orden л), hallar el determinante de la matriz f(A), donde 
101:-0,(к--50(Х--54) ... (784). 

930. Conociendo los números característicos de la matriz A, 
hallar el determinante de la matriz /(А), donde f(x) es un polí- 
nomio. 

931. Conociendo los nümeros característicos de la matriz A, 
hallar los números característicos de la matriz f(A). 

932. Demostrar que todos los vectores propios de la matriz А 
son vectores propios de la matriz /(А). 

*933. Hallar los nümeros característicos de la matriz 


11 1 
le e 
se , 


нэ 
get. af 25 


donde в = соз A+ isen 25, п es un número impar. 
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2934. Hallar la suma 
letett... Fen, 
935. Hallar los números característicos de las matrices: 


Охх 
yox 
а |yy0.. ; b) E 
ТҮР. 
0 1 
—1 01 
—10 
c) + 
ШҮ 
—10 ) 


9986. Conociendo los nümeros característicos de las matrices А 
Y-B, hallar los números característicos de su producto de Kronecker, 

937. Demostrar que los polinomios característicos de las matri- 
ces AB ied coinciden para cualesquiera matrices cuadradas A y B. 

938. Demostrar que los polinomios característicos de las matrices 
AB у BA sólo se diferencian en el factor (—3)^7^. Aquí A es 
una matriz rectangular que tiene m filas y n columnas, B tiene n 
filas y m columnas, n > m. 


$ 4. Formas cuadráticas y matrices simétricas 
939. Transformar las formas cuadráticas: 
a) xî 24x, 42074 4х„х„--5х; 
b) хр 4xyx, H 2x x, + 4x 4-35: 


€) хүл EX EX 
d) xt —2x,x, + 2x, —2x x, + X5 H 2X,x,— Ax, + 35— 285 


е) xi XX H Xa 


а la suma de cuadrados. 
940. Transformar la forma cuadrática 


A 
PEP 
a la forma diagonal. 
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841. Transformar а la forma diagonal la forma cuadrática 


2 ху. 


942. Demostrar que todos los menores principales de una forma 
cuadrática positiva, son positivos. 
*943. Supongamos que la forma cuadrática 


Раа + аах 
FO, а... а, 


„+ 
REX ENT 


puede reducirse a la forma diagonal оүх(4-0,52-4-...--аү2 me- 
diante la transformación "triangular": 


AA+ +... +, 


Penta 
His 
Se pide: 
a) expresar Jos coeficientes c, c, ..., c, mediante los coefi- 
cientes аң; 


b) expresar los discriminantes de las formas 
lien ээ Хајте [ME ...— aq 


mediante Jos coeficientes ад 

Hallar la condición кт la cual es posible la transformación 
triangular del tipo indicado. 

D44, Demostrar que la condición necesaria y suficiente para que 
una forma cuadrática 


ES dunt + 


EE 
sea positiva, es el cumplimiento de las desigualdades: 


шээг 


P 
ws demos реба: 


а ба · 


(condiciones de Sylvester). 
*945. Demostrar que sl a una forma cuadrática positiva se le 
agrega el cuadrado de una forma lineal, su discriminante aumenta, 
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2946. Sea f(x, Ху, ..-, Xa) =a, +... una. forma cuadrática 
positiva, hagamos 


Pla o X) mE, Xe, .. ndo 
y sean D, y D, sus discriminante. Demostrar que 


D,<4,D,. 
947. Sea TENE 
Ро ки ss КЪВ Ва Ва. — lae 
donde l, da ..., lys loas бржа ++ [pay Son formas reales line- 
ales en x, х NR x *Defriostrar que el número de cuadrados 


positivos en la expresión canónica de la forma f no es superior a 
p y el número de cuadrados negativos no es superior a 9. 

*948, Sean sy Si» ... Jas sumas de potencias de las raíces de la 
ecuación x" ax"7! +... +a,=0 de coeficientes reales. Demostrar 
que el número de cuadrados negativos en la expresión canónica de 


la forma cuadrática È Siapaex¡Xy 65 igual al número de pares de 
fı 


raíces imaginarias conjugadas de la ecuación dada. 

Demostrar los teoremas; 

949. Para que todas las raíces de una ecuación de coeficientes 
reales sean reales y distintas, es necesario y suficiente el cumpli- 
miento de las desigualdades: 


5, Sy... Sam 
So $, Sy i 1-1 

| |> A 989896 [20 
= SR Вала ee Вина 


«950, Si las formas сиадга саз 
Fea yd фанк уха 
"passt, Бан. + арка + 
у + аах, ашыц +... H anA 
фе Бах. bunt 
bua + bax + +. Водах 
+ Входу + Ваха +... rt 
son no negativas, la forma 
O ss + 
Hanbat aab) +. ахаа 


4-an aaa} амды ЈЕ а bare 
es no negativa. 
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951. Transformar las formas cuadráticas: 
а) 2xt + x1 — Ax x, — 4 ка 
b) а +33 — 4x, — 4n; 
с) 3x -- Aid 5 Ax, — 4,205 
d) 2x3 4-53 45:34 А ха — xs — Bros: 
е) xi — 2x1 — 2x4 — xx, --4хүх,--8х,х„; 
1) 54 6x1 -- 44}—4х,х,—4хх 
8) 3x 63$ 339 — Ax x, — Bx, — us 
h) Tet 528 Bx 8x,x, + 8х„х„; 
1) 211427 231-235 — Ax x, + 22,4 H 2x, — xa; 
EPR 
) AAA xf ах — 2х,х,—2х,х,-Ь хаг 
1) 2хух, + 2х,х, — 21,4, 2x,2, + 2X,X, + Кики 
m) А — 2x x, 8x x, — 4x, == 4%) 46%, — Dx x; 
п) 8,3, - 2x x, + 2x,x, + Brot, 
a la forma canónica mediante transformaciones ortogonales. 
952. Transformar las formas cuadráticas: 


a) 3 4 + хы ОРО 


а la forma canónica mediante transformaciones ortogonales. 

953. Transformar la forma 

AA + + Х.Х 
a la forma canónica mediante una transformación ortogonal. 

954, Demostrar w si todos los números característicos de una 
matriz simétrica real A están comprendidos en el segmento fa, 5], 
la forma cuadrática de matriz A—AE es negativa para A >b y es 
positiva para % < а. También subsiste el teorema recíproco. 

955. Demostrar ge si todos los números característicos de una 
matriz simétrica real А están comprendidos en el segmento (a, J 
y todos los números característicos de una matriz simétrica real 
están comprendidos en el segmento [b, d], entonces lodos los 
números característicos de la matriz A + В están comprendidos en 
el segmento (a+b, c--d]. 

956. Llamemos norma de una matriz A y representémosla por 
NAIL (A es una matriz cuadrada real, А es su transpuesta), al valor 
aritmético de la raíz cuadrada del nümero característico máxirgo 
de la matriz AA. Demostrar que 

а) NAN =A; 

b) ТАХ < |А||-| X], además, se cumple la igualdad para cierto 

ёс А 


9) NA FANS AI BI: 
д) (ава а 
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e) los módulos de todos los números característicos de la matriz A 
no son superiores a [| A ||. 

957. Demostrar que toda matriz real no singular puede expre- 
sarse en forma de un producto de una matriz ortogonal y de una 
matriz triangular de la forma 


ба ба. 
ba 


а 
ба 


да 
con los elementos diagonales b; positivos, y que tal expresión es 
única, 

958. Demostrar que toda matriz real no singular puede expre- 
sarse en forma de un producto de una matriz ortogonal y de una 
matriz simétrica, correspondiente a cierta forma cuadrática posiliva. 

959. Sea dada una superficie de segundo orden en el espacio 
n-dimensional mediante la ecuación 


anxi H attt ats + 
Hanki H ap F o- F Qa Xn 


py F anakuta t s e e ny 
+ bt + 2by +. + Daty +0=0, 
o escribiendo abreviadamente, AX-X42B.X4c=0. Demostrar 
que рага Ja existencia de un centro de la superficie es necesario 
y suficiente que el rango de la matriz А sea igual al rango de la 
matriz (A, B). 
980. Demostrar que la ecuación de una superficie central de 
segundo orden puede reducirse a la forma canónica 
a+... +a + p=0 , 


mediante un traslado del origen y una transformación ortogonal. 
961. Demostrar que la ecuación de una superficie de segundo 
orden no central puede reducirse a la forma canónica 


дух 4... +90 = Dr 
mediante un traslado del origen y una transformación ortogonal. 
$ 5. Transformaciones lineales. Forma canónica de Jordan 


962. Demostrar que la dimensión del subespacio, en el cual se 
transforma todo el espacio al realizar una transformación lineal, 
es igual al rango de la matriz de esta transformación lineal. 
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963, Sea Q un subespacio de dimensión g de un espacio R de 
dimensión n, y sea Q’ la imagen de Q en una íransiormación li- 
neal de rango r del espacio R. Demostrar que la dimensión q” del 
espacio Q' satisface a las desigualdades: 


qr—ns4' «min (4, г). 
964, Empleando el resultado del problema 963, demostrar que 


el rango p de producto de dos matrices de rangos r, y r, satisface 
a las desigualdades: 
Dern ps тіп (n, 7,)- 

*965. Sean P y Q algunos subespacios complementarios entre 
sí del espacio А. Entonces cualquier vector XER se descompone 
univocamente en ила suma de vectores YEP y ZEQ. La trans- 
formación que consiste en pasar del vector X а su componente Y, 
se llama proyección sobre P paralela a Q. Demostrar que la proyec- 
ción es una transformación lineal y que su matriz A (en cual- 
quier base) satisface a la condición А? = А. Recíprocamente, toda 
transformación lineal cuya matriz satisface a la condición A= А, 
es una proyección. 

"066. La proyección se llama ortogonal, si Р 1 Q. Demostrar 
que en cualquier base ortonormal la matriz de la proyección orto- 
копа! es metea, Recíprocamente, toda matriz simétrica de poten- 
cias iguales es la matriz de una proyección ortogonal. 

*967. Demostrar que todos los números característicos, distin- 
tos de cero, de una matriz hemisimétrica son imaginarios puros, 
y las partes reales e imaginarias de los vectores propios corres- 
pondientes tienen igual longitud y son ortogonales. 

*968. Demostrar que para una matriz hemisimétrica А se puede 
hallar una matriz ortogonal P lal que 


PAPA 1 


(todos los elementos no indicados son iguales a cero; а, d, ..., ар 
son nümeros reales). 
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969, Demostrar el teorema: si A es una matriz hemisimétrica, 
entonces la matriz (E—A)(E-- Ау”! es ortogonal y —1 no es un 
número característico de ella. Reciprocamente, toda matriz ortogo- 
nal, para la cual —1 no es un número característico, puede repre- 
sentarse en esta forma. 

*970. Demostrar que los módulos de todos los números carac- 
terísticos de una matriz ortogonal son iguales a 1 

*971. Demostrar que los vectores propios de una matriz orlo- 
gonal, pertenecientes a un número característico imaginario, tie- 
nen la forma X--iY, donde X, Y son vectores reales, iguales de 
longitud y ortogonales. 

*972. Demostrar que toda matriz ortogonal puede representarse 
en la forma 


Q^TQ, 
donde Q es una malriz ortogonal y T tiene la forma 
cos q,—sen чу 
sen, COSG, 


соз q,—seng, 
Seno, COS a 


-1 
(todos los elementos no indicados son iguales а сего). 
5 973. Reducir las matrices que siguen а la forma normal де 
lordan: 


га 9 ж 4 80 
а| о 2 ој; ђ|— — 0 
-2 2 =i 3-61 
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TRE j 8 30 —14 
-5 sp 17); »|-5 9 9); 


( 8 —% -21 у 
4 5 —2 3 7 —3 
48-48 j р Е ES 2), 
21-11 4 —0 3 
9 2-6 A A / 
т) E د‎ i): n) р 36) 0) ( 5 
8 16-5 2—2 4) 2-2 2 


974. Reducir las matrices que siguen a la forma normal de 
Jordan: 


13 
3| 717 ПИЛ 24 
17 6 — 0 0 


0 
0 
0 
1 


оо... 0 


*975. Demostrar que toda matriz periódica А (que satisface 
а la condición A"=E para cierto m natural) se reduce a la forma 
canónica diagonal. 

*976. Conociendo los números característicos de la malriz A, 
hallar los números característicos de la matriz Ал, formada por 
los menores de m-ésimo orden de la matriz A dispuestos de un 
modo adecuado (véase el problema 531). 

977. Demostrar que cualquier matriz A se puede transformar 
ala a. 

*978. Demostrar que cualquier matriz se puede representar en 
forma del producto de dos matrices simétricas, una de las çua- 
les es no singular. 
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979. Partiendo de una matriz dada А de orden л, construimos 
una serie de matrices mediante el proceso siguiente: 


A=4; SpA—m A—pmE=B, 
Sp A= ps; A,—pE-B, 


35рАг-ры А,—рЕ= By 


LSP A, ера A,— PE В 


Ba A 
donde Sp A, es la huella de la matriz A, (la suma de los ele- 
mentos diagonales). Demostrar que: p, «==, p, Son los coefi- 


Ра 
cientes del polinomio característico de la matriz А, escrito en la 
forma (— 1)" [Ап — р," —p,A^7*— .. . —р„]; B, ез la matriz nula; 
finalmente, si А no es singular, о. B,-1= A”. 

*980. Para que la ecuación XY —Y X —C sea resoluble en та- 
trices cuadradas X, Y, es necesario y suficiente que la huella de 
ја matriz C sea igua) a cero. Demostrarlo. 


SEGUNDA PARTE 


INDICACIONES 


Capítulo 1 
LOS NUMEROS COMPLEJOS 


11, Véase el problema 10. 

13. Mostrar que el teorema es válido para cada una de las cuatro operacio- 
nes con dos números y emplear ei método de Inducción malemálica. ... 

18, Emplea el hecho de que los primeros miembros se expresan fácilmente 
en forma de una suma de dos cuadrados, 

27. Hacer х=а Ы, y=c-Pdl. 

28: Hacer 2 = cos -+i seng. 

31. Hacer 2=(2, 2' = #2, Emplear el problema 27. 

37. Pasar a la forma trigonomélrica. 

38. 1--0:5--8, 

40. Pasar al ángulo mitad. 

41, Convencerse de que z= соз 0 + (send, = соз 0 = 1 ап. Aplicar la 
fórmula de Moivre, 


61. Hacer а= cos x+ ¡sen x. Enlonces cost x= чс. 
52. Demostrar que el coeficiente de (2 cos sje?» es igual a (-1/ (04, + 
+ Cp-3,_,). Emplear el método de inducción matemática. 
58. El problema es similar al anterior. 
ii и; Emplear el desarrollo según la fórmula del binomio de Newton de 
0)". 
+ Servirse del roblema precedente. 
в. ена (1 358)“ por la fórmula del binomio de Newton. 
68. Mostrar que el problema se reduce al cálculo del límite de la suma 
=l+i 
Тааз... donde а- 103, 
ва, Aplicar la fórmula seram y — SZ. 
71, Aplicar las fórmulas 


acq 


72. Para calcular las sumas de las formas 1-H-22--3a--...-Lna"-1 y 
1--Z'a 4-383, .. Fra", es conveniente mulliplicarlas previamente por 1—4, 
76. ха +; хааои; x= au + fu; pon anis. Sof =—p. 
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71. Multiplicar por —27 y considerar el primer miembro como el discriminante 
de una ecuación cúbica. 

78. Hacer х=@+ 

87. Mostrar que 


=" 

88. Si e=cos 2 isen ZE, entonces la suma pedida puede escribirse ай: 
пене Let, 

Pd Considerar dos casos: 1) Æ es divisible por n; 2) i no es divisible por n. 

91; 92. Multiplicar por 1—e. 

94. a) Restar la suma de las raices pertenecientes а los exponentes 1, 3, 5 
de la suma de todas las raices de 1 de orden 15. 

97. La longitud del lado de un poligono regular de 14 lados, de radio 1, es 
igual a 2sen-É. Emplear el hecho de que cos 29-1502 -7 satisiace а їл есш 
ión er 1-0, 

98, 1) Si xy xs x, Son las raíces de la ecuación agr" -- aye" 71 4... 
+a, =0, entonces apr" aT}... + yde (3X). ah 
2) Si e es una ralz mésima de 1, conjugado con e, también 
es una raiz n-ésima de 1. 

98, Poner х==1 en las identidades obtenidas en el resultado del problema 98 

100. Utilizar el desarrollo de x*—1 en factores de primer grado. 

ТОГ, En cl desarrollo de х"—1 en factores lineales, poner: 1) x= cos 0 + 
+ isen 0,2) хэс cos Df sen U. 

103. Emplear el hecho de que los módulos de los números complejos conju- 
gados son iguales. Ө 

105. a) Translormar ls ecuación a la forma (+) = 

107. Sea 

S= cos p+ C} cos (фа) х+... + cos (фла) х", 
T=sen p+ CL sen (P+) x-4. sen (qc na) 4". 
Calcular S--Tí y S—TI y determinar S de las igualdades obtenidas. 


113, Demostrar primero que q (0) = p" 1-5) sí p es un número primo. 
Calcular, con esle fin, lu cantidad de números no superiores a ре y divisibles 


por p. 

116. Demostrar que todas las raices de 4P"=1—1, y sólo ellas, no son raf- 
ces primitivas de AP" —1. 

117. Mostrar que si n es impar, entonces para obtener todas las raices pri. 
mitivas de 1, de orden 2n, es suficiente multiplicar todas las raíces primitivas 
de orden n por —1. 

119. Aplicar el problema 118. 

120. Aplicar los Problemas 115, 116, 111 y mostrar que: 1) B sip 
es primo; 2) и (91) —Ú si p es primo, ас» 1; 3) u (ab) =p (a) p (b), si a y b son 
primos entre sí. 8: 


122. Mostrar que si у= cos DE p i sen DER pertenece al exponente My, 


entonces z— e, figurará en el segundo miembro de la igualdad que se demuestra, 
elevado a la potencia Y" p (di). donde 4, recorre todos los divisores dez. 
1 


123. Examinar los casos: 1) m es una potencia de un número primo; 2) п es 
un producto de potencias de distintos números primos. Para el caso 1), emplear 
el problema 116, para el caso 2), los problemas 119 y 122, 

124. Examinar los casos: 1) n es impar mayor que 1; 2) n=2*; 3) n=2m, 
m es impar mayor que 1; 4) л йл, donde k> 1, лу es impar mayor que 1. 
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125, Aplicar la identidad 


а Р 
DICEREM 


Examinar los casos: 1) п es impar: n—2m m, es impar; 3) n—2^n,, donde 
Rd. ла es impar. 

126, Multiplicar la suma S por la conjugada y tener en cuenta que £** no 
varía al sustituir x por х-л. 


Capitulo 2 


CALCULO DE DETERMINANTES 


132. Tener en cuenta que cada par de elementos de la permutación lorma 
una inversión, 

133, El número de inversiones en la segunda permutación es igual al número 
de órdenes en la primera. 

145, Mosirar que en cada sumando figura el factor 0. 

J49, 150. Sustituir las filas por columnas, 

159. Averiguar cómo se altera el determi 
зиз columnas. 

154, a) Observar que para х==а el determinante tiene dos filas iguales. 

165. Agregar а la última columna la primera, multiplicada por 100, y lu 
segunda, multiplicada por 10. 

156. Restar primero de cada columna la primera, 
Restar la primera columna de ja segunda. 
179. Agregar la primera fila a les demás 
180—182. Restar la primera [ila de todas las demás, 
183. Reslar la segunda fila de todas las demás. 
184. Agregar la primera fila a la segunda. 
185. Agregar todas las columnas a la primera, 
86, 187. De la primera columna restar la segunda, agregar la tercera, etc. 

ior los elertentos de la primera columna o agregar a la última 
rimeca, multipHicada por x", la segunda, multiplicada por х"—!, eic. 
Agregar а 1а lima, columns la primera, multiplicada por 3-3, la 
segunda, multiplica хаз, ete. 
190. Formar un determinante igual a [(s-t 1) -/ (x). En el determinante 
obtenido, de la última columna restar la primera, lu segunda, multiplicada por x, 
la tercera, multiplicada por ха, elc. 

191. Multiplicar la última columna por бү, аз, ..., а, y restar de la 1%, 23, 
=, ла columna, respectivamente. 

192. Agregar todas las columnas a la primera. 

194. Agregar todas las columnas a la última. 

195. De la primera columna sacar el factor ац, de la segunda ay, etc. Agregar 
a la última columna todas las anteriores, 
па за баре lu primera columna sacar el factor A; agregar la primer columna а 
la segunda. 
197. Multiplicar la primera fila y la primera columna por x. 
108. De cada fila restar la primera, multiplicada sucesivamente por 01, ds, 
аһ. De cada columna restar la primera, multiplicada sucesivamente por 


ls вм... да: 

"fon. Agregar todas las columnas a la primera. 

200. Agregar a la primera columna todas las demás. 
201. De cada columna, comenzando desde la última, restar la columna anterior 
multiplicada por a. 
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nte si se permutan de algán modo 


202, De cada fila, comenzando desde la última, restar la anterior, Después, 
agregar a сайа columna la primera. 

303. Multiplicar la primera fila рог by. la segunda por бү, etc. Agregar а la 
primera fila todas las demás. 

. De la primera fila sacar el factor a y restar la primera de la segunda. 

205. Desarrollar por los elementos de la primera iila. 

206. Representar en forme de una suma de dos determinantes. 

208. A сайа elemento que по figura en la diagonal principal como 
sumando un cero y representar el determinante en forma de una suma de 2^ 
determinantes. Aplicar el problema 206 ó 207. 

211. Multiplicar la primera columna рог x^-!, la segunda por х"-*, elc. 

212. Desarrollar por los elementos de la última columna y mostrar que 
Вукић урана Inox (An denota un determinante de orden n). Para 
calcular el determinante, emplear el método de inducción matemática, 

219. Desarrollar por los elementos de la última columna y mostrar que 
Ansa =X An} anlar йл, 

314. Бе la segunda columna sacar el factor a, de la tercera ap ..., de la 
(n-+1)—ésima ол. Cambiar el signo de la primera columna por el contrario y 
agregar todas las columnas a la primera. 

215, Desarrollar por los elementos de la primera fila. 

216. Desarrollar por los elementos de la primera fila y mostrar que 


= xoa Mn 


222. De la última fila restar la anterior. multiplicada por = Mostrar que 
m 


Am D Gn si n a) At 


Un 
NL: Representar en forma de una suma de dos determinantes y mosirar que 
i dia ote 
"Si ТЫШ el Tma de ima suma de dos determinantes y mostrar que 
Ауе (од а), Mal . 
220. Haciendo x, — (x, ~an) ag, representar el determinante en forma de 
wma suma de dos determinantes y mostrar que 
Ay (0, 04) An-1 Han 02) (983—423). . «(Xp 1 48-1) 
227. Representar en forma de una suma de dos determinantes y mosirar que 
Ааа m nbn) Ay aba (ка ац), «itn e y ba 1) 
228. Representar en forma de una suma de dos determinantes y mostrar que 
pe 
230. Desarrollar por los elementos de la primera fila y mostrar que 
Ае — B) Gane: 
231. De cada fila restar la anterior y a la segunda fila agregar todas las 
ruentes. Luego, desarrollando el determinante por los clementos de la última 
mostrar que 
Аа (n— 1) 5] Anert alab). la+ (ab). 


282. Representar en forma de una suma de dos determinantes y mostrar que 


nı 
A, =x (e 225) А-а-ай"! П (24). 
= 
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233. Haciendo (х—а„}1==х(к—2а„)--а%. representar el determinante en 
forma de una suma de dos determinantes y mostrar que 


Ax (20) А-у айдаа (х—2щ) . (6 2an 1) 
234. Representar en forma de una suma de dos delerminantes y demostrar que 
M1 H(I)" bibs.. -by 


235. Representar el último elemento de la última fila en la forma ап —ал. 
Demostrar que 


A, — (71) 71 5b... 5, .,a,—6, =1 


296. De cada lila restar la siguiente. 

237. En el ángulo superior de la izquierda hacer ¡=x—(1—x). Representar 
el determinante en forma de una suma de dos deleriminantes. Emplear el resultado 
del problema 236. 

238. Multiplicar la segunda fila por х"), la tercera por 1-2, 
por x. De la primera columna sacar el factor х", de la segunda x?-, 
nésima x. 

299. Emplear la indicación dada al problema anterior. 

240. De cada columna, comenzando desde la última, restar la anterior. Después, 
de cada fila restar la anterior. Demostrar que d,=A,-,. Al hacer el cálculo, 
tener en cuenta que С1-005-14-01-1. 

241, De cada columna restar la anterior. 

242. De cada fila restar la anterior Demostrar que А, 

243. Sacar de la 1* fila el factor m, de la 2* т--1,. 


sy la л-бу та 
de la 


Saer: 
de la última m4-n. 


Sacar de la 1% columna el factor. + dela 2 кт ete. Repetir esta operación 


hasta que todos los elementos de la m iguales а 1. 

244. De cada columna restar | nte obtenido, de 
cada columna restar la anterior, conservando invariables las primeras dos. De nuevo 
de cada columna restar la anterior, conservando invariables las primeras Џез 
columnas, eic. Después dew operaciones de éstas resulta un determinante, en el 
cual todos los elementos de la última columna son iguales a 1. El cálculo de este 
determinante no presenta dificultades especiales 

245. De ca restar la anterior y mosirar que Ayyy=(%—1) A. 

246. De cada fila restar la anterior y mostrar que Ay=1=(2—1)! (£—1) A. 

247. De cada fila restar la anterior, de cada columna restar la anterior. 
Demostrar que 45—a4,.., 

248, Representar el último elemento de la última [ila en la forma 2—(2—2). 
Representar el determinante en forma de una suma de dos determinantes. Emplear 
el hecho de que el determinante es simétrico respecto de y y 2. 

248, Viase la indicación al problema 248. 


252. De cada lila restar la primera, multiplicada por P. En el determinante 


obtenido, de la primera columna sacar el factor 2920 


(а) 

restar (odas las demás. 

253. Agregar lodas las columnas a la primera y de cada fila restar la anterior: 
Véase el problema 199. 

254. Emplear la indicación al problema anterior, 

256. Considerar el determinante como un polinomio en a de cuario grado. 
Mostrar que el polinomio buscado es divisible por los siguientes polinomios en a 
de primer grado: 


a+b+c+d; ачф-с-4, а8--6-4, a—b—c-d. 
138 . 


y de la primera columna 


458. Agregar todas ав columnas a la primera, sacar el factor Find ste 
Hacer después х==ау, а ===» ан, y Convencerse de que el determinante es 


divisible por x—ay, X—4s, «00: X—4,- 
209. Determinante de Vandermonde, 

264. Desarrollar por los elementos de la primera columna. 

265. De la segunda fila restar la primera. En el delecminante obtenido, de 
la tercera fila restar la segunda, ctc. 

269, De la tercera lila sacar el factor рү, de la cuarta gy, elc. 

270. Emplear el resultado del problema 269. 

271; De la segunda columna sacar el factor 2, de la tercera 3, etc. Al 


calcular n (ji— kt) conviene representar 
п>Ї>*®>\ 


Пе-®=[—-ю[ G+. 
р 


de Ла segunda ——, etc. 
5-1 


272. De la primera columna sacar el facto 1: 
273, De la primera fila sacar el factor af, de la segunda aj, etc. 
275. Agregar а la primera columna la segunda multiplicada por Сл, la tercera 
multiplicada рог C2, elc. 
276. Emplear el resultado del problema 51. 
277. Emplear el problema 53 
218. Añadir la fila 1. xu Xp < 
279. Examinar el determinante 


‚ xn у la columna 1, 0. 0, .... 0. 


Comparar el desarrollo de D por los elementos de la última columna con la 


expresión D= JI [e 
ES 


285. 

288. Pri 
rior multiplicada por x. Después, una vez rebajado el orden y 
evidentes se transforman las primeras dos filas (dependientes de x) aplicando 
à relación 


8(8-1) 


(n f — зт 88 


ele 


287. De cada columna, comenzando de la última, restar la anterior multi- 
plicada por x. 

288. m) Agregar а la primera columna la sexta у la onceava, a ја segunda 
columna la séptima y la doceava, .... а la quinta columna la décima y 
quincesva. Agregar a la sexta columna la onceava, а ls séptima columna 
doceava, ... a la décima columna la quincezva. 

De la quinceaya fila restar la décima, de 
хөн de la sexta fila restar la primera 


catorceava restar Ja novena, 
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203. Examinar 


294. Examinar 
send, соза 
pia, be. 


298. Elevar al cuadrado, 
297, Restar de la tercera columna fa primera, de la cuarta restar la segunda. 
Multiplicar después por 
osp eng 0000 
snp cop 
0 cos 2p ман 
$0 m cos 2p 


208. Restar de la segunda columna n veces la primera, de la cuarta restar n 
veces la segunda. Permular la segundo y tercera columnas. Multiplicar por 


See seno 0 ? 

D ME! 
ТУС E 
à 0 sen(n--l)p cos(a+1)p 


209. Elevar al cuadrado, Transformar сото un determinante de Vandermonde 
y cada diferencia transformar al seno de cierto ángulo. De este modo se deter- 
mina el signo, 

300. Estudiar el producto 


в до,... 
DELIA A 
а а 


donde sp= соз کک‎ Hi sen T. 


308. Introducir ва == cos -isen-. Entonces 


ы (2 ын gue. 


{=i 


311. Emplear el problema 92. 


s21 


зи. [T бави а... Ба) 


вео 


ла 
= [I Kotara) art. а an) 0777] x 


тав 


2i 
x [I он (aans) Bs+ >= 


Ялаа) 027], 


An "EN 
donde eye cos risen ЖЕ; a = cos کے‎ + ава Л 


B, cos CEED rge, EDS. 


323. De cada fila restar la primera, de cada columna restar la primera. 

325. Emplear el problema 217. 

327. Representar en forma de una suma de determinantes o hacer х--0 en 
el determinante y en sus derivadas, 

328. 1) De la (2n— I)-ésima fila restar la (2n—2)ésima, de (2n—2)ésima. 
fila restar la (2n—3)-ésima, ..., de ја (n--1)-ésima fila restar la n4sima, de 
la nésima fila restar la suma de todas las anteriores, 

2) regar а la (nci rima (на la йш, (=i, 2 -u nl 

. Agregar а cada fila odas las siguientes, de cada columna restar la an- 
terior. Demostrar que 


Ansi (0) (xn) An (x— 1). 


Capltulo 4 


MATRICES 


466. Emplear el resultado del problema 465 e). 

473. Examinar la suma de los elementos diagonales. 

491. Emplear los resultados de los problemas 489, 490. 

492, Emplear el resultado del problema 490. 

494, 495. Emplear los resultados de los problemas 492, 493. 

496. Efectuar la demostración por inducción sobre el número de columnas 
de la matriz B, demostrando previamente que si al agregar una columna по 
varía el rango de la matriz В, entonces tampoco varia el rango de la matriz (А, В). 

También se puede hacer la demostración sin emplear el método de induc- 
ción, aplicando el teorema de Laplace 

497. Emplear los resultados de los problemas 496, 492. 

498. Elegir de la matriz (E—4, E + А) шта matriz cuadrada no singular Р 
y considerar os productos (54) P' y (E +A) P. 

500. Emplear el resultado del problema 489. 

501. Demostrar la unicidad de la expresión en el problema 500 у, por lo 
tanto, reducir el problema al cálculo del número de matrices triangulares R que 
tienen un determinante dado 8. Representando el nümero buscado mediante 
Fa (h), demostrar que si #=a.b para a y b primos entre зі, entonces F (8) 
= F (a) F (0). Finalmente, realizar la construcción inductiva de la fórmula pa 
Р, (p^), donde p es un número primo. 
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505. Emplear los resullados de los problemas 495, 498 Haller una matriz P 
con el menor delerminante posible, de modo que PAP sea diagonal, y em- 
plear después el resultado del problema 500. 

517. Emplear, el teorema de Laplace y la desigualdad de Buniakovski. 

518. Establecer la igualdad ТАА| = [88]. 22] suponiendo que la suma de los 

roduclos de los elementos de cualquier columna de la matriz В por los elemen- 
Ts correspondientes de cualquier columna de la тиш} C сз igual a curo Com- 
pletar después adecuadamente la matriz (В, С) hasta que sea cuadrada y emplear 
el resultado del problema 517. 

523. Añadir al delerminante, a la izquierdo, una columna cuyos elementos 
seau lodos iguales а LAM iba, una [iia cuyos elementos (a excepción del que 
está еп el ángulo) sean todos iguales a 0; rester después la primera columna de 
todas las demás. 

527. Emplear los resultados de los problemas 522, 526. 

528. Eslablecer una relación entre la matriz recíproca y la inversa. 

528. Eslablecer cl resultado para c] menor formado por los elementos de las 


primeras m Паз у las primeras m columnas, examinando el producto de las 
matrices: 1 

Au c Amet Am 

An ueni Am 


etes ie i| ЛЭГ” 
Ам o nio Ana | [ап at cc 0 


MEI ме 
a 

donde Ард son los complementos algebraicos de los elementos а. 

Obrar de un modo similar en el caso general 

535. Representar AX B como (AX Eg) (з x B). 

537. Elecluar la demostración por inducción, examinando primero el caso en 
que Ан es Una matriz no singular. Reducir el caso general а це, añadiendo 
2 la matriz ЋЕ. 


Capitulo 6 


POLINOMIOS Y FUNCIONES RACIONALES DE UNA VARIABLE 


47, а) Desarrollar F(x) según las potencias de x—3, sustituir después х 
por 43. 
553. Derivar inmediatamente y poner x= |, elegir después la potencia má- 
xima de x y continuar la derivación. 

Examinar Jos polinomios 


о) пр) аР (eh fei) nh arh (9, 


i. 

561. Demostrar por el método de inducción matemática. 

582. Una raíz distinta de cero, de orden £—|, del polinomio f(x), es una 
пр de ер А-2 del polinomio xf (3), es una raiz de orden 8—3 del polino- 
mio жар (ду, ele. 

Тае amo fis comin, distinta бе cero, de los polinomios 109, 
АҢ AIEE GO. -.- (еп total 8-1 polinomios), es una гат de f (2), de orden 
то inferior а 


et 
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563. Derivar la igualdad que muestra que el polinomio es divisible por su 


detivada. 
567. Considerar la función EE? o a 


568. Ligar el problema al exámen 20 raíces de 
eo) FP G9) 007 (хә), 


donde х es una raíz de [^ (E -— f ой I" (9- 

589. Emplear la solución del problema precedente y desarrollar } (x) segün 
las potencias de x— xo- 

576. Demostrar como el lema de D'Alembert. 

580, 581. Representar la función en la misma forma que eu la demostración 
del lema de D'Alembert: 


noto) 45 ec +: s= 


583. Hallar las raices de los polinomios y lener en cuent los coeficientes 
superiores [en los problemas a) y b)] En el problema c), para buscar las raices, 
es conveniente hacer x = tg? 0. 

Hallar las raices comunes. 

608. Demostrar previamente que f (х) no tiene raíces reales de orden de mul- 
tiplicidad праг 

823. Emplear el resultado del Мета 622. 

626. Utilizar el hecho de que la ecuación no tiene que variar al suslituir х 


1 
por —x y x por c. 


627. La ecuación по tiene que variar al sustituir x por È y x por Ia. 


837. Dividir por (L—x)" y derivar т--1 veces, hacleudo después de cada 
derivación х==0, Utilizar el hecho de que el grado de N (x) es menor que m y 
el grado de M (x) es menor que n. 

642. Servirse de la fórmula de Lagrange. Efectuar la división en cada 
sumando del resultado y reducir los términos semejantes, empleando para ello 


1). utilizando la fórmula 
ultado con la condición del 
NI l son independientes. 
dessrrollándole según las po- 


nomio buscado 
652. Considerar el polinomio (x—a) f (x) —l 
S53. Formar el polinomio, según el método de Newton, y para comodidad 


en los cálculos, introducir en el denominador de cada sumando el factorial. 
Examinar el polinomio f(x), donde f(x) es cl polinomio buscado. 
655. Lo más fácil es por la fórmula de Lagrange 


А 
i е Y ocio Zo <, Xa son las raices del denominador) 
a 


658. Desarrollar primero según la fórmula de Lagrange, reunir después los 
sumandos complejos conjugados. 
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657. e) Emplear el problema 631. 1) Hacer ==, d), h) Buscar el desa- 


rrollo por el método de los coeficientes indeterminados. Una parle se halla me- 
diante la sustitución x: ES x, después de multiplicar por el común 
denominador. Después hay que derivar y de nuevo hacer #= xı, x, 


660. Emplear el problema 659. En el ejercicio b), desarrollar qy en 


fracciones simples. 

865, 668. Ulilizar el problema 663. 

867. En el ejercicio c), desarrollar el polinomio segün las potencias de х—1. 

688. Desarrollar segün las potencias de х—1 (o hacer x=y+ 1). 

669. Hacer x=y+1 y por el método de inducción matemática demostrar 
que todos los coeficientes del dividendo y del divisor, a excepción de los coefi- 
cientes superiores, son divisibles por p. 

670, 671. Se demuestra igual que el leorema de Eisenstein. 

679, 680. Suponiendo que f(x) es reducible, hacer х=, ap .- an Y 
sacar la conclusión respecto de los valores de los divisores. 

681. Calcular el número de valores iguales de los divisores supuestos. 

682. Servirse del hecho de que f (х) no tiene raíces reales. 

683. Demostrar que un polinomio que posee mis de tres raices enteras, no 
puede tomar un valor igual a un número primo para un valor entero de la va- 
able independiente, y aplicar, sto al polinomio 050—1. 

684, 685. Emplear el resultado del problema 683. 

702. Formar {а serie de Sturm y examinar separadamente los casos en que n 
a 


E 


. Desarrollar g (x) en factores y aplicar unas cuantas veces el resultado 
del problema 716, 


18. Aplicar el resultado del problema 717 al polinomio хе 
719. de 


mplear el hecho de que si todas las raíces del polinomio 
dor” ay “34 .,. +0, top son reales, entonces lodas las raíces del polino. 
mio aye! a, ыл... ае también son reales. 


721. Multiplicar por =]: 
727. Demosirar por el método de reducción a lo absurdo, aplicando el teo- 
rema de Rolle y el resultado del problema 581. 


728, Construir la gráfica de ves Lt y demostrar que toda ralz de 


IE GO 160 |" (5) proporciona un punto de extremo рага (а) у, recíprocas 
mente, Demoslrar que ф (x) no posee puntos de extremo en los intervalos, entre 
las raíces de f’ (х), que contienen una raíz de f(x) у posee exactamente un 
punto de extremo ел los interyalos que no contienen raíces de f (x). 

729. Emplear el resultado de los problemas 727 y 726. 

730. Estudiar el comportamiento de la función 


„шан 
Пы MER 


731. Se resuelve basándose en el problema anterior para A=0, 

732. Demostrar por inducción sobre ei grado de f (x), haciendo f (x) = (х-ЬА) (2), 
donde, fı (2) es un polinomio de grado л—1. 

733: Se demuestra aplicando dos veces el resultado del problema 732. 
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734. Si todas las ralces de f(x) son positivas, la demostración se lleva a 
cabo por métodos elementales, precisamente por inducción sobre el grado de 
F(x), En las hipótesis de inducción se debe incluir que las raíces ху, xa, - 
del polinomio 6, 4-byzt-...- b, 2/27 Зи хаг! satisfacen a la condició: 


оса же ка у Xj > ута. 


Para demostrar el teorema en el caso general, se debe deer w? como el 
límite de un polinomio em x, cuyas raíces no estén comprendidas en el intervalo 
(0, п), y emplear el resultado del problema 731. 


795, Examinar | ZHI |, donde 


la COS P+... + ад соз (ф--л0) x^, 


9 (0) = аах... Бад", 
Ф). Вт, 


Habiendo demostrado que las raices son reales, multiplicar q (х) + iY (х) por 
qfi y examinar la parte real. Emplear el resultado del problema 727. 
737. Desarrollar O en fracciones simples, averiguar los signos de los coe- 
ficientes en este ТА y estudiar la parte imaginaria de 
TT 
[ДЕ] ve) 7 


788. Estudiar la parte imaginaria de E, desarrollando esta fracción en 


10) 
fracciones simples. 
739. Hacer la sustitución de la variable de tal modo que el semiplano dado 
se transforme en el semiplano Im (x) > 0 
740. Ligar con el problema 739. 


741. Desarrolla 9 en fracciones simples у acotar la parle Imaginaria. 


743. Hacer x=yi y utilizar los resultados de los problemas 736 y 737. 
744, 745. Emplear el resultado del problema 743, 


746. Hacer = y emplear el resultado del problema 744. 


747. Multiplicar el polinomio por 1—x y, haciendo [хр > 1, acotat el 
pc ds 1— у с [4] p ar el 


Capitulo 6 


FUNCIONES SIMETRICAS 
712. Los lados del triángulo semejante al dado e inscrito en un circulo de 


radio 1/2, son iguales а los senos de los ángulos del triángulo dado. 
800. Calcular primero la suma т = 


PIE 
а 


poner después хэд) y sumar respecto de j desde | hasta л. Finalmente, quitar 
[ов susundos que sobran y dividir por 2. 

801. Se resuelve como el problema 800. 

805. Cada raiz primitiva de la unidad de orden л, al elcvarla a la m-ésima 


potencia, da una raiz primitiva de orden =, donde d es сі máximo común divi- 


sor de m y л. Como resultado de esta operación, efectuada sobre todas las raíces 
primitivas de | de orden n, se obtienen una misma cantidad de veces fodas las 


raices primilivas de orden 4r. 


806, Emplear los resultados de los problemas 805, 117 y 119. 
807. Hay que hallar la ecuación cuyas raíces sean i, ха, ..., ха. Para esto 
hay que emplear las fórmules de Newton o las expresiones de los coeficientes 
“mediante las sunas de polencías en forma de determinantes (problema 803), 
. El problema se resuelve fácilmente mediante las lórmules de Newlon 
o expresando las sumas de potencias mediante las funciones simêlricas funda- 
mentales en loma de determinantes (problema 802). Sin embargo, єз más fácil 
multiplicar la ecuación por (x—a).(x—5) y calcular las sumas de potencias para 
la ecuación nueva 

809. Lo más lácil es multiplicar la ecuación por (t—a)-(«—8). 

818. Considerar que las raices del polinomio | (2) son variables independien- 
tes, Multiplicar cl determinante de los coeficientes de los residuos por el deter- 
minante de Vandermonde. 

819. Ante todo, demostrar que lodos los polinomios py son de grado n—l. 
Multiplicar después el determinante de los coeficientes de ру por el determinante 
de Vandermonde. 

. Se resuelve como el problema 819. 
827. Emplear el hecho de que las m-ésimas potencias de las raíces prin 


vas de 1 de n-ésimo orden recorren todas las raices primitivas de | de order 


donde d es e máximo común divisor de m y n. 
828. Emplear el resultado del problema 827 y el hecho de que R (X Xp) 
es divisor de R (Xm х”—!) y R (Xa, х"—1). 
834, 835. Calcular R (j^, f). 
839. Multiplicar рог х— 
840. Mulliplicar por x—1 y emplear el resultado del problema 835. 
843. Calcular R(X,, Ха). Al calcular los valores de X, en las raices de Xy, 
expresar X, en la forma 


би) Шо) 
considerando que d recorre lus divisores propios de л. 


844. Emplear la relación En =Е,—х%. 
845. Emplear la rolación 


(armo) Fax (e+ у, + IC o, 


848. Emplear las relaciones: 


РазахРа-л—(п—ђ Pasi  Рь=пРь„ү. 
847. Emplear las relaciones: 
хРаж при Pa _ Ра (к— 2141) Paoi mla IY Poy 


848. Emplear las relaciones: 
4—2) Ph+nxP,=20P p. 


Pa xPa-ı + Paca. 
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849. Emplear las relaciones: 
PaPa- HEH I) Paor 
850, Emplear las relaciones: 
PP En D 084-1) Pp Раад, 
851. Emplear las relaciones: . 
Ра (ах + 1) Раца Еп (9—1) Ра (п-Е1)лР„-,. 

852. Resolver el problema por el método de los multiplicadores de Lagrange. 
Escribir el resultado de igualar a cero las derivadas en forma de una ecuación 
diferencial respecto del polinomio que da el máximo, y resolver la ecuación por 
el método de [5 coeficientes indeterminados. 

867. Mostrar, ante todo, para un n dado sólo existe una cantidad Tinita 


de ecuaciones con la propiedad indicada. Mostrar después que no dejan de sub- 
sistir las propiedades al hacer la transformación y=x". 


0: Pa=(A+ Ра 


Capítulo 7 


ALGEBRA LINEAL 


884. Emplear los resultados de los problemas 51, 52. 

916. Se debe buscar el ángulo minimo entre los ángulos formados por los 
vectores del segundo plano con sus proyecciones ortogonales Sobre el primer plano, 

917. Tomar un cubo en el sistema de coordenadas con el origen en el centro 
y con los ejes paralelos a las aristas. Admitir después por ejes cuatro diagonales 
ortogonales entre sí. 

18. Emplear el resultado del problema 907. 

920. Demostrar por inducción, 
921. Emplear el hecho de que УАН... 
XV |B, +., Bel. si A; | Bj, y el resultado 

38, Primeramente, "hallar los nümeros característicos para el cuadrado de 
la Matriz, Берка, para determinar los signos al extraer la raiz cuadrada, 
emplear el hecho de que la suma de los números característicos es igual a la 
soma de los elementos de la diagonal principal y que el producto de los nûme. 
ros característicos es igual al determinante. Aplicar los resultados de los pro 
blemas 126 y 299, 

934. Emplear el resultado del problema 933 

936. Emplear los resultados de los problemas 537 y 990. 

943. 1) Emplear el hecho de que el determinante de la transformación trian- 
gular es igual a la unidad. 

2) Hacer 


a. 40,‏ وا وپ 

945. Tomar por nueva variable independiente la forma lineal cuyo cuadrado 
se añade a la forma cuadrática. 

946. Separar un cuadrado de la forma / y emplear el resultado del pro- 
blema 945. 

948. Examinar la forma cuadrática en las indelerminadas ш, шу 


„ш 


=2 [uu Y, 


donde хү, xo, ..., x, зоп las raíces de la ecuación dada. 
950. Descomponer f y q en sumas de cuadrados y emplear el hecho de que 
la operación (f, q) es distributiva. 
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065. En la demostración del teorema inverso emplear el desarrollo 
X= AX (E —A) X. 

988. Escribir ја matriz de la proyección en la base que se obliene al reunir 
las bases ortonormales de Р y Q. 

967. Convencerse de que АХ. рага cualquier vector real X. Des- 
componer el número característico y el vector propio en las partes real € ima- 
inaria. 
87966. Multiplicar la matriz A a la derecha por P, a la izquierda por P- 
donde P es una matriz ortogonal cuyas dos primeras columnas están formadas 
por las partes real e imaginaria normalizadas del vector propio. 

970, 971. Emplear el hecho de que para una matriz ortogonal А, АХ. AY =X- Y 
cualesquiera vectores reales X e Y. 
972. Se demuestra basándose en los resultados de los problemas 970, 971 
{уа mismo modo que el problema 968, basándose en el resultado del pro 
lema 967. 

975, 916. Pasar а ја forma canónica de Jordan. 

978. Ligar con la solución del problema anterior. 

980. La condición necesaria, véase en el problema 473. 

Para demostrar que es suficiente, considerar primero el caso en que lodos 
los elementos disgonales de la matriz C son iguales a cero. Emplear luego el 
hecho de que, si С== XY —Y X, entonces 


S-1C$ —(S- 1X5) (SY S) - (S-iY S) (571). 


ri 


TERCERA PARTE 


RESPUESTAS 
Y RESOLUCIONES 


Capitulo 1 
NUMEROS COMPLEJOS 


8.1, манай, i si ла 4А4-1; — 
un пітбо en 
PREX Ы 550 0 1. 
n el caso, y sólo en el caso, EX 
t ninguno de Hes танин, igual 
12) los factores tienen la forma (4-8) у Akai), donde A es un número 


, sl п=4#--2; =i, sl пе 4А 4-9; k es 


real. 


а) cos 2а: + sen бах ETE RE: 9 S; a 215. 92. 
в. 2-а 


=i; b) r=2+i, уза2-4, 
БИ am а 


з). 

и. 2) 04940 (abo beac); b) a+b; 

с) 2 (a+b 4-63) —3 (ab ate + Pha + Uc ea + c*&) 4-1208с: 
d) aa 

12, а) 0, 1, тст „шт, b) O, 1, 1, —1, — 


15, а) + (14-0: 5) ; 
e) 0—2); 1) = 8) + (14-30); ± (1 


zG: Ds wal y Y 
n £Vsr2yl гү —в+2 үп; 
n EGID, 9 «(Зүйн 
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ja-i-ü а= 


5 
18. 2) 152i; —4 25 03--2х--5) (048: +20); 


b) 24V; 2 4 2i 2; б^д—4х+-6)0%--4х-+-12). 
Ё. 
Mag: 0 +447 


рну. 


22. a) cos0-+Isend; b) coss-Risenm c) cos Hisen i 


20. "m4 


4) cos Eisen: 9 Vi (s im $): 
D] VE (cos + F) 2 VE (cos LE 
n VE (cos E +i sea T СЕНУ 


» НЄ3 хээд юз (cos re$): 


1) 2( cos Frm): СНС 
n) 3 (cos a-- sen n); o 2 ( cos ein 


» (У#+ Уб) («s Бө) 

Observación. Aquí se expone uno de los valores posibles del argumento. 
23, a) V TO (cos 18°26' -+i sen 185267), 

b) ИТ? (cos 345*57'48" 4-1 sen 34575748"); 

c) Ү5 (cos 153726'6* - i sen 15326707), 


d) УБ (соз 24372076" + i sen 243°26'6"). 
24, a) Uno circunferencia de radio 1 con el centro en el origen de coorde- 
as. 


nad 
b) Un rayo que parte del origen de coordenadas formando un ángulo {y 


con la dirección positiva del eje real. 
a) El interior del círculo de radio 2 con el centro en el origen de coor- 


den 
b) Él interlor y el contorno del circulo de radio 1 con el centro en el punto 


* $) El interior del círculo de radio 1 con el centro en el punto (1, 1). 
3 8... 
Da) хе. 


27. La identidad expresa el conocido leorema de geometría: la suma de los 
cuadrados de las diagonales del paralelogramo es igual a la suma de los cua- 
drados de sus lados. 

28. Si la diferencia de los argumentos de estos números es Igual a л--2йл, 
donde k es un número entero. 

30. Si la diferencia de los argumentos de estos números es igual a 2, 
donde k es un número entero. 
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34. cos (p+ V) Fi sen (p+). 
vz NE a 
s КЁ [cos ( -5) + (0-5)]- 
зв. a) 280140; b) 2701—1073) c) @—УЗу» d) —84. 
"2 
38. crime 


39. 2005219, 


40. Solución. l--coso- isen =2 cos + 
aon cos == сөзу (cos hisen $); 
25 соз” ® ( со E na 
сова sen а= 2" cos" $ (cos 92 хит) 


43. 2) =i; утн, HAt, 


ванн HT VI E ахуй, 


ИРСЭН A. 
iaa ий ны тЫ 
ò IVF: 117 зуб 3 УЗ, 3305. зан ys. 


NEL 1/5 (cos 875718" ++ sen 89918") ey, donde ey == cos 120% +i sen 120%, 
b) 0 (соз 113°51°20" +i зеп 1139517207) ey, — donde әд = cos 120% + 

+ isen 120%, 8-0. 1, 2; 

АНЕ 11915"29 2- i зеп 11215729”) вд, donde ед == cos 72° k+ ( sen 729 А, 


45. agg (otc 84) donde &=0, 1, 2, 3, 4,5; 


24-5 24-5 5 5 А 
; (о cnt а), donde k=0, 1,2,3, 4,5, 6, 7; 


28-07, 


7 
م‎ MEETS ыа ELIT 


donde k=0, 1, 2, 3, 4, 5. 


al 
Va 
46. [I donde &—0, 1,2,....л—1. 
ae 9 Solución. Consideremos (сех + ¡sena Sein la ний de 
ivre 
(cos x-i- зеп xJ = cos 5x-+ i sen 5x- 
Por otra parte, 
(cos ха sen x) = cost x -Si cost x sen x— 10 cos? x sent х — 104 cos! x sen? x-4 
+5 cos x sent x 4 i sent x = (cos* х — 10 cos? x ser? x + 5 cos x sent x) + 
+: (5 cost x sen x— 10 cos? x ser? x sen? x). 


lat 


Comparando los resultados, se tiene: 
соз Би — cost х —10 cos? x sen? x -- 5 cos x sent; 
b) собе x—28 cos? x sen? х-4-70 cost x sent x — 28 cos? х sen x-+sent az 
c) 6 cos! x sen д —-20 со? х зеп? x --6 cos x sen? x; 
d) 7 cost x sen x—35 cost x senî x- 21 cost x ser? x—sen? x. 


% 2(91gg—10 tgp +3 tg* g) 
rE a 


coste esent xt. +M, 


donde M=(—1)* sent x, si n es par, y 
n-i 
(1) Ё n cos x sen?-! x, si n es impar. 
3 cos x sen х—С} сове x sem х... FM, 


M 
зеплх= 


ns 
donde M (—1) * n tos xsen"-1x, si n es par, у 
aci 
M=(—1) 2 sen" x, si n es impar. 
50, a) Solución. Sea a=cusx-p¿sen x. Entonces 
«71e соз x— i sen x; 
ERN amk = cos Ах—1 sen Rt, 
— 
De aquí se liene cost ЫК, хав E, 


ал. 
En particular, cos = 77, sen хе лэ 


ru (Ey ARE —— (e); 


Di sen axi sen x _3зепх—еп3х. 


sen? хэв 


Ln 
соз бх--6 cos 4x+ 15 cos 2x4 10 
PEA алиа 


p 940—4 cos2et3, p MESES cos RII EA 
8 16 % 


9 
52. Solución. 
CB. p Chr MO MP ) (204 y 


NEEDLE cte ) т AN А 


Hagamos las notaciones 2 созтх=- Sg; 2cosx=a. Entonces la igualdad 
que nos intereso puede escribirse así: 


5, a9 —na3-34- (Chat Ch at 
eee? (Cp Сату) a" 
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Fácilmente зе demuestra que 
2 соз тх==2 соз x-2 cos (n—1) x—2 cos (m—2) x, 


о, en, las nolaciones admitidas, SaaS, 
Es fácil comprobar que para m=1 y Tr és cierta Ja igualdad en cues- 
tión. Supongamos que 


Sar (n— 1) 05-34 (Cad Ca) 0873 
HDP (Ch pa Cha) an n; 
Sm =07-*— (m2) a-t (Chat Сп) ач-*+... 
-F(—1)?7 (CP t C -1) AMP LLL 
Entonces 5, —a" —ma*-t--... 
DP (СА р-а Сара СЕЛ. + Cpa P4. 
Teniendo en cuenta que Сї = 5-1 + CZ, se obtiene el resultado pedido, 


ГЭ m (2 cos x)71— Ch. (2 cos x)^734- 


+ China (2 cos x)n-5— ... +. (—1)? Chin p-1 (2 cos x)=}... 


М я 
м. а) 25 созбу: b) 2* sen + 


3 
59, a) Solución. 
S—1-.a cos ф+- 0° cos 29+...-+ak cos kg. 
Formemos T == а sen p+ añ sen 2p +... +a% sen р: 
S+TI=14a(cos pF isen q) +a (cos 294-1 sen 20) +. 


ak (cos hp +i sen jg). 


ЁЛУЛВ 


Haciendo a= cos pi sen р, se tiene 
S+Ti=l оа ааа... Фама 
S es igual a la parle real de la suma obtenida. Se tiene 


RIGA qa | айал ak +a +1— ar 


agra Rl 7 


_ a+ cos kg—ak*! cos (84-1) p—a spil, 

9 و‎ cos QT 

ву Penta += за ара -азн (pi A) seng 
28-28 cosi 1 


STi 


ux—l 


De aquí 


NETS 
sen e 


)———. 
2:2 


60. Solución. 
T=sen x-+sen 2r- ++- -Hsen ns 
S= соз x+ cos 2e+- -+ cos nx. 


Sea a= со > Phi. Entonces 8--71--084-034- 


28-11) Qut lanar ati 
SyTi=at E ia (es eer 
пк 
at, т 
De aquí Tien o — + 
PE 


2(2— cos x) 
5—4 cass ^ 


л— nh 
sen (а 8) sen ¢ 
64. а) a a aai p oue 


созар 


aorta) = 
m 


cos (a gh sen — 
) „SÎ f es раг, 


Ћ 
cos- 


+ sion es impar; 


sm (он) aa 
e 


+ si f es impar. 


b) 2" cos" j sen n х 


л соп E 
66. a) 2^ cos" $ соз "= 


67. а) sen" cos MED, b) 2senh Z sen 


(03-2) x— na 
MM. 


hal El límite de la suma es igual al vector que se representa por el número 


ELEM 
asang mri 

тә. a) (Dens nen cos n D) xI 
4 

ву (ED sen nen sen (a+ D) 


sem 
78. ев (cos bi sen b). 


та) =s: 3 y a, 
IVT i —5ERYS, qa (yg 


CEN 
==; 


2) 
viva AA 
29-25 1/3-V3 LOI (rg „уту, 

» iV GEA LIS gp үү, 
о-о), IO зузүүт y. 


)2 —14220? E ) 2; C12 нуз 2; —Lz 4 V 3; 
m)h —24 YT n 4 —1 4i V 3; o) 2: ü d 
242 0) es ES Be 
= Y FEL 
n la V Faro Vig) VI VE, Ia Y ET 


5) 2,1149; —0,2541, — 1,8608; t) 1,5981; 0,5115; —2,1007. 


р —i—i —1 


76. Solución. 


(1—02) fu — 
ویر‎ (0—0) + B (0*—0) 
) — Kg) ба — x9) (ga) —3 ( 
(аха ба — (ка — ла) == —27 (8 + f) | = — 270? —4p9. 

77. Solución. 


La ecuación cúbica que se mencionaba en la indicación es 2—3 (px+4) z4- 
+0 p9—3qx—3pq +0, la cual tiene la raíz trivial 2=—(*+p). Los demás 


E 3 TN virtud del 


raíces de esta ecuación son zs, ¿= 
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problema 76, el primer miembro de la ecuación en cuestión puede expresarse 
en ? forma 


р-а (а-а) laza 
— Liso tta] E AAN Ї» 
17257297 
x[Mera-r-su-areme || арабе pz pt — y. 


de donde fácilmente se hallan las raíces: 


ni 2/7 LI, 
aea A, 


78. El primer miembro se expresa ea la forma 
at 6-75 (а +) (а-на +f —a) (afi —0) 2 —0. 
Respuesta. x=a+f, donde 
а-а, Ve E VEA; 
па) И ыу b) IVE: муз 
9 ЗУБ UE ¡a A, зүс, 


р VE, SVT. 
ا جا‎ Сэрээ 


aja. 


y YB, 
y YB, 


Di эү; » iV: шут, 

Иб р —212y3; —l46 

IVR DL 122% 

ува, VE Va3y%, 

4 каара V5, IVVET, 
ot m n ШЕРҮ 


p» E VTa2Vex2y T; IV T&V6-23y 7; 
iVa V33, 141/33, 
мин сэн a 


m) 


Ш 


9 i-V$iV—3—-ey$. IVE табу 5. 
4 5 4 ы 


3) 


1RVZAVT-S3YZ£  (|—-yziY —8-2y 2 
4 4 


ü 14V 34V ви 3. I-V 32V 2—2y 3 
+ алж илж 


80. Solución. 
tad bit pex des (e ++ +x +a) (= E 


шэнэ, 


БЭ 


9 zl; +6 


sro) dl b) li kt 


22h өз ы + аап 
panas а јату ع‎ 
Ys УЗ Ys 


Dak ii epi A a aa a а 
ATA VE IVE, YS-VT (УБИТ 
2n 3 ы 3 3 3 5 4 2 
b -1448 о С) La Lo, 
e) > 0 h EL 

а 5 
ш YTY ЛА ¿YE Y ¿LES 
83. a) 20; 20; 180; b) 72; 144; 12. 


м. cos P. зеп EA , donde A=1, 2, 3, 4, 5, 6. 


82. а) 


85. a) Haciendo Ja notación рэн resulta que: 
al exponente | pertenece t; 
al exponente 2 perlenece ге; 
al exponente 4 pertenecen 2a баг 
al exponente 8 pertenecen Ez. ёа, € 
las raices primitivas de I6-ésimo orden son Ej, tg. бв ty. би бин Зээ бв. 


b) Haclendo la notación sy mcos E ве уу resulta que: 


al exponente 1 pertenece 
al exponente 2 pertenece 
al exponente 4 pertenecen & #12: 
al exponente 5 perlenecen Ey. t. fs, i 
al exponente JO pertenecen Ez, & ец. би: 

las raíces primitivas de 20-ésimo orden son ey £g, En lp бүр бин бүр бин 


3 Р ал 
c) Haciendo la notación €, = соз “ур +i sen “ур, resulta que: 


al exponente 1 pertenece ej: 
al exponente 2 pertenece буй 
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al exponente 3 pertenecen ês, Ey: 

al exponente 4 pertenecen ез. ез8; 

al exponente 8 pertenecen Ey. Eas 

al exponente 8 pertenecen £s, Ёь ёз Can 

al exponente 2 pertenecen £j, Бин бие 
las raices primitivas de 24-simo orden son 

86. а) Хү(ф=х—1; b) Хур) = 

9 Хижр O) Хб) 

year i) Хи) 

D X G)e i ea pe li 

b) Xo (marta ml 

j) Xu (=i sr; 

k) Xy (a вде Hoa op ê Ft x xe M 

1) Xu (mite; 

m) X= st x li 

п) Хи» (2) = i HT p х® — у — хы — 2х\! a 0 48 
adi аиа —_ کیم اب کے‎ 00 гай ай зай 

—— ر‎ E 


Ego En Bin буз бин Ep Paa- 


T 
88. 0, sl n» 1. 

89, n, si k es divisible por a; 0, si k no es divisible por a. 
90, mani) 


э -piy eal 


ШИРСЕРД ЯГ Лас ан 
رم و ا‎ и 


ED sami, 


ум. 
эз. a) DA 


94. a) 1: b) 0; 0-1. 
кы o? 


sim cos ап аат 104215 
n= cos tE hi sen = -Yiyi тсү5 
os E + sen E= AV 2 VE 


i (10-28. 
RATIS 
ay, 


cos 18%= 


97. Solución. Dividimos ambos miembros de la ecuación x*--1*--x*4- 
++ 2 px+1=0 por х. Después de cierla transformación obtenemos: 


A la ecuación P pzi— 22—1=0 зїйн z=2 соз E ~2 sen Д, De aquí 
a 


ij setístace а la ecuación M—(—214+1=0, La ecuación obtenida 


es la más sencilla, en el sentido de que cualquier оба ecuación con coeficientes 
racionales que tenga una raíz común con ella, tiene un grado superior. La de- 
monsiración de esto requiere ciertos conocimientos de las secciones ullerioes 
«del libro. 

98. Solución, Sea n=2m, entonces la ecuación x"— 


que (=2sen 


0 tiene dos 


тае reales 1 y —1 y 2m—2 imaginarias. Además, вд = соз 2 + 
2(2m—k)a оп № 
eslú conjugado cones, - cos 2: sen Ê родо tanto.se ene: 


amo 1= (#—1)(х— e) Осе) (xea) (x— 83. 
(e 1) ре FFD х-Е1].. 1. 


а енед) x Û Ili 


"а и 

gnis ie iy [T (ооз +1). Si nm am. de un modo análogo 
і 4 

obtenemos: 


РОННИ T] (etre gy + 1) 
[zx 2+ 7 


) 


mt. 
эл 
Haclendo x=1, obtenemos: m= 27-1 i-es). 
mM 


99. Solución, a) Se tiene 


т 
чы! 


ka " 
о menn [T sint =. у, finalmente, 
Ix 


«ай 
87 


La fórmula b) se obtiene de ип modo análogo. 
100. Solución. En la identidad хе 


at 
П (=e). donde ву 
220 


A ни» = .ج‎ пешы 


a T (= 
cric Д (fte). 


101. Obrando según la indicación, se tlene 


-i 
cos nO +i sen п0—1= [T (cos 0+isen 8—ep), 
=o 


а-а 
сов пё—{зеппё—1- [] (cos 9—7 еп ер). 
кее 
Mulliplicando las últimas igualdades, obtenemos el resullado pedido. 
102. Sotución. 


el 
Aa А ntn 
а, ГЭЖ" 
-h )]-5 Д П 10е, (e, — n 


"T Pn "T 
-8Д Щи D r~e- Д (0—06 0)". 


103. Se tiene |x |=} x]"-*, por consiguiente, |x|=0 ó |x| I. 51 [x[=0, 
entonces x=0. Si |х|-41, entonces xx= 1. 
Por ойга parte, xx— x^. Por consiguiente, x"=1 Рог lo tanto, 


x70 y зев мама, веб, 1,2, us 


Lo recíproco se comprueba fácilmente. m 
104. Solución. Si z satisface a la ecuación dada, entonces. iE |-и n 


El lugar geométrico de los puntos cuyas distancias a dos puntos dados están en 
una razón dada, es una circunferencia (en el caso particular, una recta), 


105, а) Se tiene =. donde spes PE pisn E, kel, 2, ... 


ses m=1. De aquí que ВМ. Transformando la última expresión, se 


obtiene, іа, k=l, 2, 


[re ње, 2 00. mk: 


donde к=» ЭХ ¿sen 5 AG а 


106. Solución. Sea A=cosp+isenp. Entonces Ex wh donde 


etos АХ-ын k=0, 1, ..., т—1. De aquí que 


EE „л 
re] 


etar 
m ° 


107. Soluclón. Obrando según la indicación, se tiene: 
54те)" S—Ti=4 UF, 
donde A=cos «+ ¿sen a, p=cos ф- 1 seng. De aquí que 
Sp (LHA) HE (1420 
La ecuación toma la forma p(1-- M)" -HE0 + kx)? =0; 


na ED 


i k=0, 1, 2, ..  я-41. 
73 


E LES) ER : 


108. Solución. Sea ж 4, fet Entonces ы gr (P=. 

109, Solución. Sea е la raiz común де хе—1 y x'—=1; y seas el 
exponente a que perfencee e. Entonces а ea un comin divisor de a уй; 6 puede 
ser por ello solamente igual а | y s=]. Lo reciproco es evidente, 

ТН, Solución. Sean a y 0, 198 raices E ачаипо y b-ésimo grados de 
1; k=0, 12, Según el problema 108, es 
Sérícienle mosirar que todas los b, зол disti Supongamos que as алаад ss. 


Entonces ch" decir, ay=Py. Según el problema 109, a¿=P,=1, es 
1 Ba 


decir, k= 

ERTS Suns ТАА эз рр» de 1, de órdenes a y 
Supongamos que (a| ; =l. Resulta que жейтш 
рога y as es divisible por porn ON ER 9и 

Sea A una raíz рана de 1, de orden ab. one Ad rd lema, 10 
Supongamos que од pertenece al exponente a, <a. Entonces Хе: 14564 
Юм Imposible. Del mismo modo se puede demostrar que B^ es una гайд primi- 
tiva de 1, de orden b. 

112, Se deduce directamente а problema 111 

113. Obrando según la indicación, escribamos Тэр w quee que : юп 

últiplos de р у no son superiores а ре. А saber: „ч рата рь 
Tnmedialamente se ve que hay энэ Mi. DE a ан је 


=p prop. (1-2) Basándose en el problema 112, 
an sabs No 


117. La indicación pos cumplirse inmediatamente sap “el problema 111. 


Sean бу, о, а up las rales primitivas, de orden л. Entonces 
ly, ag 50 son raíces primitivas de 1, & orden 2n. Se tiene 
Xl) кај) 44-24): 


=) Сезу —х—‹ 
Хуй аар HE al (mtu 


118. Solución. Sea MNA una raíz primitiva de 1, 
de orden nd, de modo que k y л son primos entre si, Dividamos k 


РУС. 
por n, oblenemos #=nq +r, donde 0 < r < n. De aquí que es=00— 4 


6 Заказ N 1371 161 


risen —q , es decir, ey es uno de los valores de la de grado d de 


mocos 215 i sen 22 сүү es una хайс primitiva de 1 de orden п, puesto que 
todo divisor común de r y л es un divisor común de k y n. 

Snpongemos ahora que M= cos P Fi sen ZE es una raíz primitiva de 1, 

de orden п, de modo que r y n son primos entre i. 

zn D 

+25 ngt 


Formemos eg=cos yÊ +i sen EU 4 


isen CET) donde qo, 1, 2, ....4—1. ву es una raíz primitiva de 1, 


de orden nd. En electo, si r+ng y nd fuesen divisibles ambos por cierto número 
primo p, entonces serian divisibles por p los números л y /, lo cual es impo- 
sible. 
119, Solución. Sean ej, вз, . 
са) 
orden n’, Entonces Xw (х7) = Д (x”” eg). Supongamos luego que 
ys 


, Egu las raíces primitivas de 1, de 


ae) es la descomposición de x""—ey en facto» 

Ld 

HM 

res lineales, Entonces Ху (0) = J] (ex д. Según el problema 118 
21 

cada factor lineal xey, | figura en la descomposición de X, (х), y recíproca» 

munit. Como, además, p(n)="n"p(1'), los grados de X, (X) y Хт (9) son 

iguales, 


121. Solución. La suma de todas las raíces de 1 de grado л es Igual a0. 
Como cada ralz de | de n-ésimo grado pertenece al exponente d, el cual es un 


divisor de n, y recíprocamente, se tiene $) и (d) —0. 


бее, 1) (8—6, 2) +++ 06 


122. Solución. Supongamos que ej=os E +i sen Ê pertenece al 


epocepte ny, Entonces el сог «es шага en tales, y sólo en tales bino- 
mios х— 1, еп los que d es divisible por ny, Además, si d recorre todos los 


divisores de n que son múltiplos de лу, E recorre todos los divisores de 2. 
1 
Por lo tanto, x—ez figurará en el segundo miembro con el exponente ; 
Руса 
" 


La suma esta es igual a O si 41, y es igual a 1 si nm. 
7 


123. Soi 616л, Si n—p*, donde р es primo, entonces Х„(1)=р. Si 
п=рїр ... р, donde pi рь .-. Pa Son primos distintos, entonces 
(problema 119) AX, (1)= Xa (1), donde n'e pps ---P- 
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Obsérvese que 


para obtener todos los divisores de п es suficiente añadir а lodos los divisores 
de п, sus productos por рь Por esto 


E G -e-»o 0 II en» (=) € 


гый, (911. Хай” 
De aqui que X, (1) 

124. Solución. AS impar, mayor que la unidad. Entonces 
(problema 117) Xa (— D= Xan (1) =1. 


Supongamos айога que п==дүр, ... рь 8252, m= 


х"—1 


a 
2) Supongamos que n=2*, entonces X, =x? 41 


y Ху(—1) es igual a O si k=l, e igual a 2 si k> 1. 

3) Supongamos que 8-5 donde m es impar, mayor que ја unidad: 
Entonces "problema ит) X, (у= Xs (1) y, por consiguiente, Х,(-1) es 
Igual ар y пур? (р es primo) y es igual a 1 sí лу <p”. 


4) Supongamos que n=2m, donde А> 1, y que pan PP e. Pv 
(ру, Pas +++» Ра son números primos impares distintos), En este caso (problema 119) 
Xn (в) = Хр, ... p, (©), donde дане! ОЙ 

De aquí se deduce que Х„(—1)==Х„(1):=1. 


125. Solución. Sean tj, fj .-.. буйр las raices primilivas de 1, de 
orden л: 


(и (а) (ei + ви) 
зеце tito se багт = MONA Eta 


1) Supongamos que л es impar, enlonces ај es una raíz primitiva де 1, de 
orden л, y ef=e solamente para i=j. Por el 


ба. hymn) y је (MPA 


2) Supongamos que м, m, es impar. En este caso, —e; (problema n 
es una raiz primitiva de la unidad, de orden mp. у por esto (véase 1) eit. 


Чи) == (п) = — 1 (л). 
Por lo tanto, en este caso 


NOTO] 
oem. 


3) Supongamos que n-2*z, donde #> 1, m es impar. En este caso ej 
pertenece al exponente +. Según el problema 118, sacamos la conclusión de que 
^, вара Son las raices cuadradas de m. ET E donde m, 

E "e 


son las raices primitivas de |, de orden  . De aquí se deduce 
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7” 
“++. + =2 (mint ов) а (2); 


(B 


ар вала cub 
128. Solución. S= Дреа Y eso Seren para cualquier en- 
E. = 


ёо у= = 
aM ier m 
= er Y (es. 5 en Y en S era 
AV A ei اک‎ 
para n impar; 
(87 
SS =n+ne * =n lcs] 


"1 
para п par (puesto que У) e3*/.—0 para 2s no divisible por л). 


ё 
En resumen, |5|= V 2 si n es impar, у|$|= Y. mme E 
par. 


Capitulo 2 


CALCULO DE DETERMINANTES 


3 5; Б) 5; 1: d) аб—с2—а; d 8, |) - В): 
фэн) Банш эх ис ата У це 


n-i о LEY, 


M8. a) Ji b) 2; c) 20% (ах); d) |; 9-2 f—9—yY 
g—3iV 3; h) —3. 

129. El número de lransposiciones es impar. 

130. a) 10; b) 18; 0) 36, 131.3) 48, k=3; b)i—8; њеб. 


132. Ch. 138, Cà— 1. 134. а) ED, y 2040, 
nn4l), , 3a(n—1) 
1, а) 58559, yy ED. 


136. Consideremos un par de elementos а; y ag, donde i < k, Si estos ele- 
mentos no forman una Inversión, entonces, después de reducir la permutación a 
la disposición inicial, а; precederá а ay у, por consiguiente, los números ¢ y £ 
no formarán inversión. 

Si los elementos ај y ак forman inversión, entonces, después de reducir la 
permutación à la disposición inicial, ад precederá а ар y, por consiguiente, los 
números Ё y k formarán una inversión. 


ЦЭ 


137. La sustitución es impar en ambos casos. La explicación estriba en que 
una disposición inicial se obtiene de otra mediante un número par de transposiciones. 


EI seo 123 b) сор el signo + 


[XE figura; b) ligura. 140. il, k—4. 
141, Ona, Gaga У Cae: 
ац йз ба 
142. —аца» | ба аа ба | - 
LII a 
7 M3. Сол el signo ++, 144. Con el signo (—1) 7" 
arel) 
146. 2; —1, 147. a) al; b) ( ба. 
Цан сан 


148. а) (—1) ? (a Б) (0) 2 ирэн. 


49. Solución. Al cambiar las filas "s юн el determinante: 1) no 


1 
мик 2) se convierte еп el пйтего ¡complejo conj 
„ Solución. Al cambiar las fi 
њи 2) se multiplica рог —1. у 


151. (—IP=28. 152. Se multiplica por (—1) 7 


las por imas, e determinanto: 1) no 


188. 0, puesto que el número de permutaciones pares de n elementos es igual 


al número de sus permutaciones impares. 
154. а) уар А43 eei n= 
b) x=0 хүнэй — п—2: 
0) жив = 


Хант 


ab 
156. 0. 158. (mq—np) 


150. а) est (rir tE). 
її) 
1 


Wn ? авын ар (hr +2). 


180. 3a—b-+2c4d. 181. xyz, 162. bed, 
168, —1 487 600. 184. —29 400 000. 165, 48. 168.1. 
187. 160, 188, 12. 189. 900. 170. 394. 171. 665. 

172. at ® 2-8 (be Fea +ab). 173, —2 (8443), 

TA. (х4-1)(ё--х4-18, 175. хал, 178. —3(2—1) (14). 
177. sen (e—a) son (c—5) sen (a—b). 178. (af —be-- cd. 


179. nl. 180. bib. [mr 
182. pend M —2(n—2). 184.1. 
ГЭЖ: a+ (nA, 186. T atal) м. 


л+л) 


187. (—1) * аа-аа... FC T anl. 


188. ay" ag 1b... pa, 189. 5 
190. (14-11 хл. 191. (ка) (х--04...(--6 
192. [x--(n—1)a](s—2)"-). 193. eiteco, 


194. (—1)"(1--1)ауа,...а„ 

195. asm (д). 

196. (+A. ` 107 (— 17! (n1) хаа, 

198. (аа. (а). 
Р” 


m Как жю, бич, 


201. ni (ах, у. 202, (—1)"-1 27-2 (n41). 
Lr 


208. (—1) (адау. Fabs) biba- ena 
204. а (a-b) (0+2). ..[a-- (n-- 1) b). 
205, à (— 719^. 206. 0, sin» 2. 207. 0, si n 2. 
208. Sea n—2. Obrando según la Indicación, se tiene: 
ава 4n 
аа аи 
10 


ps а+а ے‎ 


ЈЕНЕ 
2853) eb 
= ма Miroir (aaa) à а). 


Expresando del mismo mode el delerminante de n-ésimo orden en forma de 
una suma de 2% determinantes, resulta que uno de los sumandos H igi 


unidad, n sumandos son iguales  a;-x;, donde A ГИТ 


mandos son Iguales а (rj ан) (xc), donde 15 
Los demás sumandos son iguales 4 сего. Por шш, а бана copie 


| 14 2 ++ D гад ээд. 
= бэ 


Este resultado se puede transformar a la forma 
па ај Han) а Xe ха) —п (ара eaa ++ + + баха). 


29.0 4 р». a. T— T 


pongamos que 
Aj 


Ха. 


зарнаа (1+@+@+.. СИ 


1+248 023) нараар, cta X 
чоң 1 


Entonces Ay =p. -+ = 


ar E- A A 
x(i ez) 
213. agro. «Xa POs: X H Ge aa s X e e e H anle Ил: 
ro 1 
24. айн (| eei). 
215. пах"... Баа). 
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216. a30,. . „261—903. a+... +(— 1) ay + (— 1). 


217. Solución, Desarrollemos el determinante por los elementos de la 
primera’ columna; _oblenemos: A,—(z--B)As-i—aBAs-.. Fácilmente se com- 


prueba que mc iM = . Supongamos que А„у:=©— == 
mat 
Entonces 

БЭЭ و‎ ш : 


Segundo método de resolución. 
Representemos A, en (оста de una sums 4„--б„. donde 


aa о ..0 0 


1а48 af ...0 0 
41=|0 1 а4ф..0 0 |. 
эру ЈА 

о о 

0 0 
о о |. 

à ld акр 


De la primera Ца de dy sacamos el factor o y después de la segunda [il 
„testamos la primera, Resulta @„==од„. Fácilmente se observa que d, =0?, 58 
а-аа", entonces dama", 
"Desarrollando , por los elementos de la primera fila, Vemos que 


5„= sner 
De lo dicho se deduce que aya Banc Fácilmente se comprueba que 


a. Supongamos que А„-у= т=р=. Entonces Ana" +P 
pa 
a (04108 
ил 
218. n+1. 219. >" 220. cos n. 


221. х®— С} хл-ї --С3-,х"-%—... Comparar соп el problema 58. 
n 
222. хуй, q TOS 
3 | 1 
223. аа, о). 
тл-1) SS 
= L m —+—+... 
224. (—1) ву. „(+++ 
1 


225. x(0,—2)...(0—2) + 
226. (ху--а 0 (к-а)... (хаан) ( + 7 


167 


) 228. cvm (-32). 


[ri 


28) («x 


Л 
ie 


. 
2, x=... S Do 230, (ài —byn. 
“ 


281. a(a+9)...[a+(n—1)b] (Bt zn). 
к a 
лр; TA 
282. y "Де o (rez) 


паре CAN 
233, y "Де (85:55) 


294. 15, tbb bb br +... (П, 
— 1)" -t (bags. 0, bibat. 
236. (C1)^71x^-3.— 237, (— D)? [(x- 


Bg cada). 


244. (—1) 
И ruis 246. (8-1 ncc Ms 247. ал, 
248. Obrando según la indicación, se tiene; 
An (0—2) Ani (AYNA, 
A pe) EE a-i, 
Del sistema obtenido de ecuaciones, hallamos: 
: a, HEC - pea 
=> 
nasen 
249, (-1) ? 


(ara). 


251. pie, donde f(9— T] (сһә). 


Y 
282. (а Вуча аа) Ар (т) ан. 
263. (—1) 3 man. 


ala- А 
254. (1) * (a [e]. 


285. (1—anjn-1, 

256. Si se agregan lodas las columnas а la primera, entonces se puede sacar 
del determinante el factor a+6+0c-+d, y lodos los elementos que quedan del 
determinante son expresiones enteras respecto de a. 
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Esto muestra que el determinante es divisible por a-.-b--c--d. Si a la 
primera columna se agregs la segunda, se resa la tercera y Ја cuaria, so observa 
que el determinante es divisible por a+5—c—d. Rezonando азі, se muestra 
que el determinante es divisible por а-=Р-4-с-—Фу por abe Ld. De lo dicho 
Se deduce que el determinante es igual a Хаоса (ара 
Харфа boa): Para байда А ia observa que el coeficiente 
de a tiene que ser igual a-Í, por lo cual, А: 

257. (a--b--c--d--t--[--g--h) + b + с-+4——|—к—В)(а--ь-—с— 
441—8) (a+b—=c—d—e—)+ 84h) (0—5 + се|) x 
x(a—b+c—d—e+f—g +h) (8--8--0--4--6--1--8 + в) (0—b—< + de + 
HERB. 

258. (+a Fas +... Fan) а)ба)... (107). 


20.2 * sen SESS Een; 
<<<" увс 3 
таз» 
29.2 2 cos 83 m 
m e, r^ 
261. 121... nt, 26 [[ (ep). 


пы®ї ыг 
183, (DT 21... nt. 


з " 
204, (II - E 
cfe, X, e (Бате) 

donde | (s) (ка) (1-0) -.. (an). 
285. 


A, sen LGA, 


208.2 ° T бу I sen CE Д sen WEN, 
n2»i2t2:i a>l>i>1 


1 
tem, Run 


271, 1131 51... Qn —1)! 272. (xj — x4). 
з П —ÓÁ i 6-2 
элээ» i>i 1«i «ken 


215. П —(«—20(2,—0. 
ч nai 


те Тү ml рр ме, 


2 я-эїхл ээ 


СЕН 
tos posibles de 105 números ха, ха, 


217. 2^ (2+1) sen a, sena ... 


ES LE 
хөв, کی ,ا‎ Поета 


9220 
278. |хух,... (a l) 48-01 Д 00-34. 
сеп 


hona (ez) П =-% 


ул 
280. (44-5...) TI] (xp 

лэ!элэл 
281. on-s (31-34), donde 0, denota la suma de lodos los produc- 


x, 


„ tomados cada vez p factores. 
a) O 


KIEL 


282. 2295. x, — ба 1) (ху: 
283. ї(й—1. — 284. 2y (x— gf. 
2-0 


285. 0 2081... (n— ix. ° (уду, 
kik-1) 


286. 11 21 31... (0—1) T (gra)? (аа... 
e. ln ax) – у). 
Mes) а „ 


287. (у—х)К\з-Ю®, 

288, b) 9; с) 5; e) 128; f) (ца, bb) (rea dda) 
©) (о (ага бај; 

№) (a) (а—р)"-1{а--(л—1)ру; 

V) (7) а) (42) 2 (tax) (xi 

m) 27 (a42)? (a— 1)* [3 (04-29 —4x*] [3 (а— 1 Ap. 


Observación, Este problema es un caso particular del problema 537. 


280. 7 5-33 
-5-- -l mr 
»|25 74]: Ше = 

-4-а 08 


290. 8) 24; b) 18; 
o) (a--b--c--d) (a--b—e—d) (a—b+e—d) (abe +d). 
291. a) 256; b) 78400; c) (248409 drj 
239 .D По (ix) 
n>1 
293. а) САС%...Сз Д @—д,) (ba —bi); 
a» эн 


D - — Pa). 
NS 24) (ф@— Ba). 


Р 
204. 0. si n=2. 295. о-о 
сн n>i> tı 


290. (+E EHan раје. 
297. Asentp, 298, Asento. 


299. Desiguemos con А el determinante buscado. Elevando al cuadrado se 


эр» 


Por otra parte, A= J] _ (6-6) Hacemos 
m 
А 


a a 
= сове. Entonces e=el y “A= (е) 


obtiene que | А |=7 


Ue- а": М Па 2. Luego, 


„ 
Худ para todos los №, s. Por consiguiente, п? —|A|— 


n nini) 


A ри во acti х 


anny and maana E pinsa) 
х Atanti ° # cat 3 =n" Ecc 


пореза 
1-1 
300. Hi (ара + алй... + anmik’), donde гу== cos AE pisen m. 
=> 


301, sty e mi ба — du — Agra — 222 + ума. 
303. 2-1 si n es impar; O si n es par. 
азапта eem 
E s 


ам, (ipt 
Pon 
305, (1= (i— 0 T] (tds. Hane, donde sym cos AZ + 
22 
+isn DIR, 
306. чь (09: 0) +++ pus (D. donde qa () ESPA, e m E 
+ sen DE, Según el resultado del problema 102, la respuesta puede 
д 
expresarse en la forma [T [0"—(ex—1)"]. 
gm 
эт. (2-1 (n—Àp), si (л, phe; 0, sl (n, p) #1. 
308. 29-2 (ви ==). 
п 


309, 957: sen "= 72 [e 8598 senn 5) 


—— ED 


ап, y LED BAHI as раан 
- 

эз. Пољана net dome ер соз EDT. 
xi 

(211 


+ isen 
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315. Т (tapit ap? +... + anpi’). donde ру. pa, ---. рь Son las raíces 


izi 
de n-ésimo grado de p. 
318. Resolución del problema 223, Agregando una unidad а cada elemento 


a 0 ...0 
del determinante |? © |, obtenemos el determinonle A. 
0 0 » 88 
Se tiene Ада, ... an+ É Ба: 


= 


b» 2 A=.. ба (++ qu +2) " 
Solución del problema 250. Designeros con A el determinante calculado. Se tiene: 
Аа) (4;—х)... (а) DA ni 
A—(a—9) (048) ... („—)+у Х А 


donde E^ es la suma de los complementos algebraicos de todos los elemen» 
los de Ke 
A se determina fácilmente del sistema de NN 


323. (a; —a,) (b; 5, 
Ji tm emm 
donde f (x) (x4- b)... (e--b,). 
э. lc Ve] — [eV] 
4 PETER 
о Ира)" (р У =] 


327. ananipa- an, donde ap es la suma de todos los 
menores de A-ésimo orden del determinante 

PANA 

би йа би 


» Gblenidos del mismo eliminando las n—A filas de índices 


D ам + Can 
аа, 9а, «<, Gym y las columnas de los mismos indices. 

328. (л--1)"=%. 329. (х—лут+з. 

330. 03-19) 02-33) ... [1 — Qm — I), si n=2m; x (2—2) (8-4) ... 
хн 08--408), si n=2+ 

331. (t4-na— n) [x--(n—2) a—n-- 1]-[x-- (4) a—n4-2] ... (x—na). 


МРТ 
y lea эрүү 


ир 
Xai 
zi) donde A es el determinante de 


А@,2.... 
Vandermonde, Les » 
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Соришо 8 
SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 


1 quu dens pA 
353. El delermimanle del sistema es igual а O, puesto que el sistema posee 
solución no nula. 
354. El determinante del sistema es igual a— (a? 4-/*--c*4- d'y. 


Y а Kn 1) ВІ 


355. x= 
SES ° 
0-9. 


358. sm Ц, donde f (9) = (8—6) («09 -- 
р) (В) В)... (е Ва). 


357. x= c quj: donde 1098-80-80. Gta. 
A (ints 
зе. x= Y ye бај donde дев + (endi 


тэлэх todas las combinaciones 
„ае де V. 0, s 11, 4441, с n 


[E 
ж pam 
Qi, donde f()cG—e)6—e) - 
p= Dent + donde la suma se extiende a todas las combinaciones 
de ys 2, эө 8—1, SHl, 0.0. M 
173 


цэл 


. (#— tn): 
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390. aja йш, donde +a} ... bo =(— (2) e... 
А .. «—=). 


381. Ch- Ch- 

365. a) No varía o aumenta en una unidad; 

b) No varía, o aumenta en una unidad, o en dos unidades, 

2. 387.3. 368.2, 369.2. 370.3. 371.3. 372.4. 

2. 37.3. 376. 5. 377.6. 378.5. 379.9. 380.4. 
Las formas son independientes. 384. 2y, — y, — 40. 

. Уул 395—940; 29, Ya — 0: 

Las formas son independientes. 

х Mil 0. 

! Vi yat Va 0; Sy — 4924 450. 

. Las formas son independientes. 

. Las formas son independientes. 

х YY —Y3—Ya=0. 302. 2y, — y, —уз==0. 

Sy, —и—и=0; yy— y — y 0. 

. Las formas son independientes. 395. y,— 
UB 9 =; Y —Ya + 20-01 

. A0; 30 + — 59. 0. 

=n; хүхэ, 399. 15. 

400. El sistema no tiene soluciones, 401. x, 1; x2; x= —2. 

402. n=l; 


=2; =1. 403. n=, +. 
404. El sistema no tiene soluciones. 


405. 5,20; x¿=2; з=}: җи 


408. x, — — 8; х3 ху; x= Fe 


410. vm ER abate ме. 


Al. x= — 164 а 458; 123—285 2x4 mita, 
412. ى„‎ amm, yy وگ‎ 


413. x= xg =O дуда. 
" 1+% заан ва, 7 


La хүн 


415. x, m ч q LE зч, 


373. 3. 


418. El sistema no tiene soluciones. 
417. El sistema no tiene soluciones. 


: =0; n=l. 


49. رر‎ ER, чер а= Ба. 
420. El sistema по tiene soluciones- 


вва a 


Si kl, el sistema tiene soluciones que dependen de dos parámetros. 
81 A2, el sistema no tiene soluciones. 
403, Si (0—43) 20, х= Ar. ye FEMA, 
2, у. A Ыза! 
pex 5“ +3 5 
fl Alı gl sistema Hene soluciones que dependen de tes a 


A= —3, el sistema no liene soluciones, 
424. Si а, b, c son lodos distintos, 


x abe; y=—(0b+ac+bc); 2=0+b+0. 
Si entre a, b, c hay dos iguales, las soluciones ¿dependen de un parámetro. 


ате беа су las soluciones dependen de dos parime 
425. Si a, b, с son distintos, 


0-0. ‚_(а—@(с—4. (0—0 (0574 

$ d а) (e—a) "ab = dia Ez 09° 

Si a=b; аё c; da о dec, las soluciones dependen de un parámetro. 
Si bec; a # b; d=a o db, las soluciones dependen de un parámetro. 
Si а--с a #0; d=a d=b, las soluciones dependen de un parámetro, 


Si a=b=c=d, las soluciones dependen de dos parámetros. 
En todos los demás casos el sistema no Целе soluciones. 


b(a—1) #0, eo" vl i. 


$i a=l; b, las soluciones dependen de un parámetro. 
En lodos los demás casos el sistema по tiene soluciones. 


7 ший 8) ай, хэмд эв. ab e ab -b—2 

4t. SLb (a7) le +2) #0. x= — ay TEED 
Si 02; == —2, las soluciones dependen de un parámetro 

Si ae 1; 6=1, las soluciones dependen de dos parámetros. 

En (обоз los demás casos el sistema no tiene soluciones, 


N+ 40, х-ЛЕР СОН 


п@+п—т—р р®+р—т—п 


IO iD ^ 
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2 y m+n+p=0, las soluciones dependen de un parámetro. 
y m=n=p, las soluciones dependen de dos parámetros. 
B iw los demás casos el sistema no tiene soluciones. 


ьа), al 
rc 20-8): 
Si a=b=1, las soluciones dependen de dos parámetros. 


m todos. los demás casos el sistema no Vend soluciones. 
n . Para A=0; À gistema es Incompatible. 


el sistema es incompatible. 
"зэр, Ama (0-1) 6-1). 


bb, р: 2=; x es arbitrario. 


St a=0; 5 #1 y ® 5, el sistema es Incompalible 

Si 8-51 2-20; y=Í—ox; x es arbitrario. 

Si b=—1. el sistema es incompatible. 

434. 0) Amm (Ha), р y me —2 el sistema en incompatible, 

1) à mm (nÀ— 5 mad; men Y, el sistema es incommpalible. SI me cl, 
la solución depende de um parámetro, 

9 NA, Si Acl, A=—1, el sistema es incompatible. Si 
VG, la solución depende de un parámetro. 

35. а) A=3 i бошо. Si ссе —1, el sistema es incompatible. 
E c=, 1a solución depende de dos 


imelros. 
D ATTIN DAI) Si ke Ad, 0 sistema es incompatible, 
i а, Та solución depende de un parámetro, 
e) A—d(d—1)(d--2. Si del; 4—2, el sistema es incompatible. SI 
d=0, la solución depende de un parámetro. 
d) bala acl), Si а= 
solución depende de dos parámetros. 


1, el sistema es incompatible. Si a1, la 


46. |х y 1 
nd 
nhl 
437. Cuando, y sólo cuando, 
Р 1 
E К 1 =0. 
X Ya d 
438. Solamente cuando, 3 
аһа 
|a dy с |==0. 
a, в 
И х, Yo d 
H 
499. Solámente cuando ТҮЙ а и | 
~ HÄ эю 1 
й+й з Ya | 
ГЭ ватри), 441. у — =. 


442. у=>— 


=0. 


444. Cuando, у 


^ 


1 
z4 1 
% 1 
41 


445. t i—y—2=0. 
Чё: бо, У sólo cuando, el rango de la matriz 


es bora que ires. 
7. Cuando, ; y sólo cuando, el rango de la matriz 


ба ћ су 
E ц.а 
bn cal 
es meer que tres. 
8. En un plano cuando, y sólo cuando, el rango de la matriz 


хойд! 

маа! 
Мя Фа За 1 

es, menor que cuatro; en una recta cuando, y sólo cuando, ol rango de esta ma- 

triz. gs menor q 


е tres. 
e Todos os planos pasan por un punto cuando, y sólo cuando, el rango 


. "пите 
А, В, Cy Dy 
Az В, С, Da 


An В, С, Dy, 


es menor que cuatro; por una recla, solamente cuando el rango de esta matriz 
es menor que tres. 


450. jan usse а, па Ош 


аң аз, =0, 
Any апа >>> Qn n-i бал 
453. No. 454. Por ejemplo, yl —2 1 0 0 
(t 201 о). 
5001 
455. Si, 


458. Solución. Sea 


Dhan ва > usan 
= 25 


Inmediatamente se ve que las filas de la matriz ВА son las soluciones del sis. 
lema. Además, como {8| #0, A==B=1(8A), es decir, las soluciones escritas 
por la matriz А son combinaciones lineales de las soluciones escritas por la 
matriz BA. 

457. Solución. Sea 


бүр вн. yy 

ж >) 

дө бр => бе pe 

Como C representa el sistema fundamental de soluciones, буц = A, + 
Зон Ane elo, es decir, А ВС, donde padre blas 


Ци 

a= VES 

An Ars 

Por otra parte, A también representa un sistema fundamental de soluciones, 


lo cual, 18| #0. 
Por eg. Por шр, 


жуте de X= Le — 26, — 66 жүс. xa mé «= Cg 

1 (véase la respuesta del problema 454). 
460. у= Па; а=; x=-70, 
481. Ni 408. x,=x,=x,=x,=0, 
№ 409. x, = За + 1es; хус 1901-2065; ху Veg; xy 176, 
Ne 410. x m Co 4765 ха ej + Бе у y= bca 
N 412, да T6 на Fezî ym ebeg Хүгэ-- 2с; дъ m Boe 
Ne 413, д0; am; a0; хас дес. 
482. хү==— 16407 40948035 

Xp =23— 201 — 264 — beai 

дес ае = с 
463. № 406, xı 9— 8; 3,3 4-6: х,=6--2с; хэн: 
Ma 44. a m6 22-4 01-6, — 565 x, — сүр X= с; Ху == —1 Fg, 
№ 415. хүг-1--26й: md m uu xm 2e1 x= Dei ra= lH bce 
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Capitulo 4 
MATRICES 


6 21 ооо 191 
9 (s 1 1) ^ (o 0 o): “(3 5 з): 
8-1 0 0 0 12 % 32 
a-4-b--c PEGA М--2ас 
С ) 


а+ь+с +2: фы). 
а+ь+с a+b+e 


3): b) (% 5), ol 7), 
ју LL 

= 

EEN 2. 
/ 


« Por consiguiente, 


"i 


5 
л 
donde tgp= EJ 


Ca а). 


/ 

El límite del primer factor es igual a 1. 

lim n qa lim a. 
a dal ова 


ay 
“| Н, -( cosa наа! 
„Ж, у —зеп@ cosa)” 
D 
467. a) (А + Ву = A+ АВ+ВА - Bi — А#--2АВ--В'; 


b) (4--B( A—B) = A= АВ-- ВА—В* = AA Bè, 
©) Se demuestra por inducción. 


—10 4 
wn (e м 4) 0028). 
7 5—4 


469, а) (rr pl رو‎ 6-0 алийг 


Por esto 


9 (; 9) =e—ne+sa »( x 
34 —3x—u 


51 5 
0 0 
"iti DI » ғ 
-2 12 б) 


6 
puesto que la igualdad зү ra 
WAR de n* ecuaciones lineales 


Entonces la suma de los elementos diagonales de la matriz AB es igual а 


2 2 aj. Es exactamente igual la suma de los elementos diagonales para 

(E 

la matriz ВА. Por consiguiente, la suma de los elementos diagonales de la 

matriz AB— BA es igual a cero, y la igualdad AB—BA=E es imposible. 
Observación, El resultado no subsiste para las matrices de elementos 

de un campo de característica p 50, En efecto, en un campo de característica р, 

para las matrices de pésimo orden: 


0 10..0 
00 1...0 
а=|.... с 4 
000. 
000 


se tiene AB—BA=E. 
474. (Е— A) (E-- A- A+... AR E ABE. 
а b 
475. (а Es [E 


476. Si A%=0, entonces también А? En поя 


AJ, Por consiguiente, (vénse 400), A= Dr 
анд de ryan Оу At мах 

am. +E; (8 в), а-а. 

478. Si A=0, entonces X es cualquier matriz, Si | 4| #0, entonces X=0. 


Finalmente, si | A pero А # 0, entonces las filas de la matriz A son pro- 
porcionales. Sea a:p la n de los elementos correspondientes de la primera y 


segunda filas de la matriz A. Entonces х-(ТЫ FA para cualesquiera x e y. 
479, Sea A= E 2) 
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1) Si А #0, pero а--4=0, ad—bc=0, entonces no existen soluciones; 
si 24-030, (a—dy*-F4bc—0, (a—d), b, с, no son simultáneamente 
iguales a cero, entonces existen dos soluciones: 


"n i (335 2 ) r 
= рута, % arx] 
3) si a+d #0. ай—5с==0, entonces existen dos soluciones: 


1 (а b 
×= В 
* Ward C a) 
4) si ad—be # 0, (a—d)*+45c # 0, entonces existen cuatro soluciones: 


Mad 0, 
SS 
x= 
цас ( "^ 


e => 


2 
donde A= + Vapa у-к, 
5) si a—d=b=c=0, entonces existen infinitas soluciones: X= + Y'a E 


y x-( 44), donde s, y z están ligados por la relación hue. 


e. (171) mats 7 


бе uds d 
9 (s 1 EL ala d 1 
„ЖА. о 0 о 
f гат 2 9 0 
yi اسا‎ -). = 2 0 0 
IHI ai EL и 9د‎ з ~]: 
мо аш а -3 н 2 3 
h) ; 
Pod 1 
iji e ёл 
pi ез e : 
гаа ames 
La 0—0) 140—2) 
y [0070 249—0 249—2 
D "ET 140—2) 2.(n—2) 3.(n—2) B 
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Iior т 
"TEL 
пут 


omm fuot 


т 


I furti aei 


donde md == ЭЭТЭН” се ар елга. 
+в." 


MOM со мы 
-Н я x) 
d ar: b 
нА a+... +a 
o) poe. 


-08-4 ) 
— VE-1 07 


482, Es suficiente multiplicar la igualdad АВ=ВА a la derecha y a la 
izquierda por Ari. 


ЕЕ! 
483. G E) 
484. Si Аз=Е, entonces [А Р==1 y, por ser real, |A|--l. Hagamos 


"S ít 5. Entonces, igualando A=1 y А, fácilmente se obtiene que A=E 
c 4 
оаза ==, ad—bc: 


485. A=4 E o л=( 5 ‚ siendo at} bc + 1. 


480. (3 Destin. donde 1=( 2 0): Entonces, mE y, por 


consiguiente, la correspondencia a£ +51 —a+bi es un isomorfismo. 
487. Hagamos ( «ru вээ =aE + 4-1 4-4К, doude =(% Эр 


erdi а-ы 


ол 0 i 
jal 1 ) к«( DE Entonces === E, =, 


іка, KI=—1K =J. De aquí se deduce que el producto de dos na- 
trices de la forma EIE EAR es una matriz de la misma forma, Lo mismo 
se verifica para la suma y la diferencia, de modo que el alo considerado 


de matrices es un anillo. Por sn pus Um ab CE pi 


+di a—bi 

4050, siempre que sea  consiguien! (ода matriz distinta 
de 0 posee matriz inversa, y de Ч [on у >= (0 А,А,==б) siendo А, # 0, 
Se deduce que A¿=0. El anillo considerado de matrices realiza la llamada álgebra 
de cuaterniones. 

488. (4124-511-17-40) (asE +b! +e, tenet Ey ce m a 
ЖЭ. а hc) аа Б ааа) ада 
= eb 

Pasando a delerminantes, obtenemos ( aî +6 +e} +d) ( af +63 ++ 4) = 
zi taba он“ ву (ода E 
Tdi ya шнар TRA пса) 

489. tación de dos filas de la matriz se realiza multiplicando a la 
izquierda те Matt 


La operación b se realiza multiplicando a la izquierda por la matriz 


Т 


Ч) 
La operación с se realiza multiplicando а la izquierda por la matriz 


B 1 


1) 

Las operaciones a, b, c sobre las columnas se realizan multiplicando a la 
derecha por las mismas matrices, 

490. Como es sabido, cualquier matriz A puede reducirse а la forma diagonal 
R mediante las translormaciones elementales a, b, sobre as (ilas y Jas columnas. 
Por esto, рага la matriz dada A, existe una matriz de la lorma А tal 
RUIDO, ^. Uae < Уа, donde Ups ses Џи, Ум Va son las 
matrices de ls transformaciones Фатен. Todas ellas son no singulares y poseen 
inversas 

Por consiguiente, A e PRO. donde P y Q son matrices по singulares, 
En virtud de los resultados de los problemas 489, 490, es suficiente 
decorar А потопа para Ma matrice щи у para, las тан que ог 
rresponden a la operación a, puesto. que los matrices que corresponden a a ope- 


ración b tienen la forma ácilmente se observa que la operación а se 
reduce a las operaciones y 6. En efecto. para permutar dos filas se puede 
КОСАН primera de ellas a la segunda, después, de la primera йш la gunda 


ХООЛ segunda la primera y, finalmente, multiplicar la primera 

equivale a la identidad matricial E erey Реду еј = 

Бен К; (E— гы) (E+ ta). Para las matrices diagonales el teorema 
es evidente: 


ае eat e mb = (E+ (а ец) E 4- (а— Пе). (E (05 — 1) ел). 


492. Sea A= PRQ, B— PR, Q.. donde P, Qy, Ра, Qs son matrices по 

мори у Ri, Ra son malrices que tienen r, у 7: unidades en la diagonal 

respectivamente, y los demás elementos son iguales a 0. Entonces 

Pd 10,0, И el rango de AB es igual al rango de АСР, donde 

C— Qe es una matriz no но Singular, La matriz RiCRa se obliene de "la matriz C 

sustituyendo todos los elementos de las últimas a—7; filas у п—/; columnas 

рог ceros. Como la eliminación de uma fila o una columna rebaja el fango de la 

matriz no más que en una unidad, el rango de RCR, no es menor que n— 
—(n—6)—(n— rg фал 
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493. Se deduce inmediatamente de la proporcionalidad de todas las filas de 
una matriz de rango 1. 

494. Según el resultado del problema 492, el rango de la matriz buscada А 
es igual a | о а 0. Por consiguiente, 


Ма Аве ape 
ama Aalto Ay). 
Apu Aapa Asha 
La multiplicación directa da 
0= A= (ata + Aapa Лара) А, 


de donde se deduce que uj Aalia 4-3, 
495. Supongamos que А da una soluci lel problema, distinta de la trivial 
A 2 E, Entonces una de las matrices A—£ o AE es de rango 1. Sea 


O 
ae Хаа da) 


Asi Азра Харь 
Entonces At = БЕ—2В + B! Е 4- (Mph + halla + — 2) В, de donde se deduce 
que para que sea E a au E cumplimiento de la condi- 


ción Мр + halla =2. Análogamente se considera el segundo caso. 
Ари ue а la matriz (А, B), donde 


ao E sd Bia шы 
Ami scs Олй, bm + 


se le agrega la columna C=| ` |, Ja cual, al agregarla а la matriz B no au- 


bis 


2 
menla su rango. Entonces el sistema de ecuaciones lineales 


bia йз а 


es compatible, Pero conjuntamente con él, es compatible también el sistema 
Ox адаа buit- t biste 
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баг 


йг ши, el rango de ta matriz (А, В) es igual al rango de la matriz 

Süpchgamos ahora que las columnas de la matriz 8 se agregan a la matriz A 
sucesivamente, una a una. En este caso, debido a lo que acabamos de demostrar, 
el rango puede aumentar en | solamente cuando aumenta el rango de В. Por 
consiguiente, rango (A, В) <rango Arango B. 

ST. Sea rango (Е.А) ri. rango (E A) en ry. Como (E A) (EA) 
se tiene 7, + гу = n. Por otra parte, (E -- А) (E— A)=0, por lo cual 025 71 + 
Por consiguiente, Fı +1¿=R. 

408. Él rango de ta matriz (БА, EA) es igual a n. Elijamos de esta 
matriz una matriz cuadrada цо singular Р de orden л, y supongamos que sus primeras 
r columnas pertenecen a la matriz Е+-А y las demás л—/ columnas pertenecen а 
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la matriz E— А. Entonces, como (E + A) (E— 4). 


(19 te Фа 


E ве 
du 04 


De aquí se deduce inmediatamente lo que se quería demostrar. 

498. Si AA=I=E y ambas matrices son de elementos numéricos enteros, 
entonces | А [;| A71]=1, de donde se deduce que [А {== +1, puesto que | A| y 
ГА 53 son números enteros. Es obvio que la condición [А |= +1 también es 
suficiente para que la matriz A~? sea de elementos numéricos enteros, 

500, Sea A una matriz no singular de elementos muméricos enteros. Entre 
los elementos de la primera columna siempre hay alguno distinto de cero. Mul- 
tiplicando ciertas filas de la matriz A por —1 se puede conseguir que todos los 
elementos de la primera columna sean no negativos, Elijamos entre ellos el menor 
positivo y restemos su respectiva fila de alguna oira que contenga un elemento 
Positivo en la primera columna, Obtenemos de nuevo una matriz con elementos 
по negativos en fa primera columna, pero uno de ellos será menor que en la 
motriz inicial. Continuamos este proceso siempre que esto sea posible, Después 
de una cantidad finita de pasos del proceso obtendremos una matriz cuyos ele- 
mentos de la primera columna serán iguales a cero, a excepción de uno positivo. 
Entonces, permutando dos filas llevamos el elemento distinto de O de la primera 
columna a la primera fila. Después, sin focár la primera fila, mediante las mismas 
Operaciones conseguimos que en la segunda columna, en la diagonal, resulte un 
elemento positivo, y que los situados debajo sean ceros. Después pasamos a la 
tercera columna, elc. Al fín y al cabo la matriz quedará reducida a la forma 
Iriangular. Entonces, agregando (o restando) cada fila una cantidad adecuada de 
veces a las situadas por encima, conseguimos que los elementos situados encima 
de la diagonal principal satisfagan а las condiciones propuestas. 

Todas las operaciones mencionadas equivalen a multiplicar a la izquierda 
Dor certus matrices unimodolares, de donde se deduce inmediatamente el resultado 
pedido, 

501. Sea A=P,R,=PaRy, donde las matrices Р, R, y Pa, Ra satistacen 
а las condiciones del problema 300. Entonces de la igualdad P7*P¿=R¿R3” se 
deduce que la matriz unimodular de elementos numéricos enteros C=P7 P, tam- 
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bién tiene la forma triangular. Supongamos que 


сал Bu 
би sr бы 
R= Vol] ње 817 
E ban 


бий. 


Entonces de ја igualdad R¿=CR, sacamos la conclusión ante todo de que 
воцаце... Dan Canina: de donde se deduce que todos los cj; sou positivos. 
то сы... ea) e 522, por consiguiente, си esi табла =| y at ==. 
Рог otra parte, Буы =стцала сий m tad Gates, de donde c= 187-28, 
7 
Pero 0 «6. < аза, 0 «ала « а, por consiguiente, Lera] < 1, por lo cual, 
ca =0. Del mismo modo, comparando sucesivamente (por columnas) los demás 
Slémentos en la igualdad matricial СК, = Ка, sacamos la conclusión de que lodos 
los cyg==0 рага k > i, es decir, С==Ё, у, por consiguiente, R¿=Ra, Рү=Ру. 
Por lo tanto, en cada clase siempre hay una y sólo una mairiz de la forma 
El número de malrices R con los elementos diagonales dados dj, dy, ..., dis 
es igual, evidentemente, а dad$ ... 4175, y por consiguiente, el número de ma- 
trices R con el determinante dado А, es igual а Fn (8) dd} ... di , donde 
el signo У) se extiende a lodos los números enteros positivos dy, da, ..., d, que 
satisfacen à la condición did, ... dy=k. Si k=ab, (a, b)=1, entonces cada 
factor dy en la igualdad 8--044, ==. d, se descompone de un modo único en dos 
factores aj, By, de modo que буйд ... ала, фф... Dueb. Por consiguiente, 


FS D 48... d= X аар... М7 


didy к De 
= Б «d ... ый... Ва“ = Р, (o) Ра (0). 
буй, Тада [o 


De aquí que, si Ё--р" ... pj" es la descomposición canónica de # en fac» 
tores primos, se tiene Fa (k)==Fn ( 27") ~- Ра (of): 

No queda más que calcular F (p^). Con este fin, descomponemos la suma 
para calcular Р, (p^) en dos partes, donde en la primera 4,--1 y en la segunda 
d, es divisible por p. d, = pdy. Esto proporciona la fórmula Ё, (p”) = Fu 1 (0) 
Че яга (p=), de la cual licilmedte se establece por el método de Tees 
matemática que 


Е, (рт) = 


502. Tomando el elemento de la matriz, distinto de сего, que es menor en 
valor absoluto, lo trasladamos al ángulo süperior de la izquierda permutando 
las filas y columnas. Después agregamos la primera fila y la primera columna a 
todas las demás filas y columnas o las restamos de elias varias veces, hasta que 
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todos los elementos de la primera iila y de la primera columna resulten meno» 
res en valor absoluto que el elemento angular. Luego repetimos este proceso, el 
cual se terminará después de una cantidad finita de pasos, puesto que después 
de cada paso en el ángulo superior de la izquierda aparecerá un elemento me- 
пог en valor absoluto que el anterior. Pero el proceso puede terminarse sola- 
menle cuando todos los elementos de la primera fila y de la primera columna, 
a excepción del elemento angular, sean iguales a 0. Después de esto transforma: 
mos por el mismo método la matriz formada por las 2%, ... , a-ésimas filas y 
columnas. Al fin y al cabo la matriz se transforma a ја forma diagonal. En 
virtud del resultado del problema 489, todas las transformaciones descritas equi- 
valen à multiplicar а la derecha y a la izquierda por matrices unimodulares 

503. Multiplicar a la izquierda рог la matriz A® es equivalente a agregar 
a la primera [ila la segunda, multiplicada por m. Multiplicar a la izquierda por 
B" es equivalente a agregar а la segunda Па la primera, multiplicada por m. 


Sea Um (е g) una motriz dada de elementos numéricos enteros con el de- 
terminante igual a 1. Efecluemos la división con resto de a por c: пса, 
0 «a, < |c|: después dividimos с рог ay: c» md, +e, 046, < ај, сіс, hasta 

b, 
que la división se electüe sin resto. Entonces AU SU, (2 2) 5 = 


a, by 
ЕГЕН 4, 


y. ele. Al fin y al cabo obtendremos una matriz Uy; de la 


Эд ) ЈЕ ae) 

forma 6 а) ° (5.41): Además, como lodos los elementos ад y су son 

positivos y la matriz Uy, es unimodular, se tiene ag=dy<1=1 en el primer 
[7 

caso, y сун == бул 1 en el segundo, Por lo tanto, Ur "E en 


-1 
el primer caso, уа (1 11) лова en el segundo. Con esto, el 


teorema queda demostrado. 
504, Una matriz de determinante igual a —1, al multiplicarla por C, se 
transforma en una matriz de determinante igual a 1. Сайа matriz de éstas es el 
producto de potencias de A y B. Pero В=САС. 
505. Sea | А|=1, A2=É, A # E. Entonces (problema 498) 


20 - Ул 


para cierta matriz по singular P. Determinemos la matriz P de tal modo que 
sea de elementos numéricos enteros y que su determinante sea lo más pequeño 


2 
posible. Como њени 0 ү la matriz АЕ es de rango 1 y, por consi- 
0, 


guiente, 
Фа Мара ام‎ 
4 (ra к? ) 
Фара Зара Хань: 
siendo Api + ара + ара = 2 (problema 495). Como la matriz A+E es de ele: 


mentos muméricos enteros, los números Ay. A, Az, у los números р ра, po Se 
pueden considerar enteros. 
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Formemos un sistema de ecuaciones para los componentes de la matriz P; 
es fácil comprobar que se puede tomar рог Р la matriz 


à 0—5 
pal» Zum 
ELIO 


donde 8 es el máximo común divisor de jis, pa. Y u, v son unos números ente- 
ros tales que ци. об, 

El determinante de la matriz P es igual a 2. 

Basándose en el resultado del problema 500, Р--ОВ, donde Q es unimodu- 
m is S шпа de las siete matrices triangulares posibles de determinante 
igual a 2. 


1 
Por lo tanto, 0-40 es igual а una datos siete matrices 2 =i Ja. 
-1 
Resulta que entre estas matrices sólo hay tres distintas, y dos de ellas se con- 


vierten una en otra mediante una transformación de matriz unimodular. Quedan 
dos, indicadas en las condiciones del problema. 


эв. a) (0 3): b) (%);9 dE 


123 
3 6 9. 


507. 45. 
508. Como resultado se obliene la identidad de Euler: 


(od -- bj +e) (ad +b + 1) = (оа, Fb, + ce + 
Haiba ау + (ас, — asci) + ves — biti) 


509. El menor formado por 105 elementos de las filas de indices fy, in >+» 
im y de las columnas de índices ky, А, ... , Аа, es el determinante del producto 
de la matriz formada por las filas ij. is, Га del primer factor, рог 1а 
matriz formada por las columnas А. В, >. +, ka, del segundo. Par ello, бие es 
igual a la suma de todos los menores posibles de nésimo orden formados por 
las filas de la primer matriz de índices fı, f, .... fq, multiplicados por 
menores correspondientes formados por las columnas de la segunda matriz de 
Índices Ау, Ras о. Ва 45 

510. El menor diagonal de la matriz ЯА es igual а la suma de los cuadra- 
dos de todos los menores de ја matriz А del mismo orden, formados por los ele- 
mentos de las columnas que tienen iguales indices que Jas columnas de la matriz 
ЛА que contienen al menor tomado. Por consiguiente, éste es no negativo. 

S11. Si todos los menores principales de A-ésimo orden de la matriz ЯА 
son iguales a 0, entonces, еп virtud del resultado del problema 510, todos los 
menores de orden # de la malriz А son iguales a O. Por consiguiente, el rango 
de la matriz А, y junto con & también el rango de la matriz ДА, es menor 
que de = 

512. La suma de lodos los menores diagonales de orden # de la matriz АА 
es igual a la suma de los cuadrados de todos los menores de orden 8 de la 
matriz A. También es igual a este mismo número la suma de todos los menores 
diagonales de orden ё de la matriz АД. 

513. Se obtiene como resultado de aplicar el teorema del determinante del 


producto de dos malsices al producto de la matriz (ы 5, - £) por su transe 


puesta. 
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514. Se obtiene como resultado de aplicar el teorema del determinante del 
producto a 


af by 
а аз am. 
by b Еве 
А 


515. Se deduce inmediatamente de la identidad del problema 513. El signo 
de igualdad es posible solamente si el rango de la matriz E Togo 
menor que dos, es decir, si los números ay, dp» »-+ , Gp Y бү Os ++» ba SON 
proporcionales. 

518. Se deduce inmediatamente de la identidad del problema 514. El signo 
de igualdad es posible solamente si los números а, as, «+», dn Y бу бн 
Фа son proporcionales. 

517 Supongamos que la matriz B tiene т columgas y que la matriz C 
tiene А columnas. Según el teorema de Laplace 1472 C; donde B, son 
lodos los determinantes posibles de orden m, formados dé Ta matriz B, у C, son 
sus complementos aijebraicos, iguales salvo los signos, a los determinantes de 
orden A formados de Ја matriz C. En virtud de la desigualdad de Buniakovski 


“problema 515), 1А| DBF DC? . Pero Ув? =|Вв|, ус} =] СС |. 


Бе: Ш Си ох 
‚-( ялын з). 42 Зэв 37 А-(8, О. 
DI чї +++ бај 
La desigualdad que se demuestra es Irivial si 0148 > л; para el caso m-- teen 
fue establecida en el problema $17. No queda más que considerar el caso 


mk < n. Supongamos primero au Y иеа - 0 para cualesquiera j, 5. Entonces 


лл (58,9) y, por consiguiente, | А|-1881. Ecl. 
0 CC, 

En el caso general es suficienle resolver el problema suponiendo que el rango 
de а = es igual a +k, puesto que en caso contrario la desigualdad 
es trivial 

Completemos la matriz A hasta obtener la matriz cuadrada (A, D), de modo 
que el pan de la matriz D sea igual а n—m—k y las sumas de los productos de 
los elementos de cualquier columna de la matriz D por los elementos de cualquer 
columna de la maíriz А sean iguales a 0. Por ejemplo, esto se puede hacer asi. 
Primero so completa la matriz A hasta obtener una matriz cuadrada no singular 
[р a D'), lo cual, evidentemente, es posible, y después se sustituyen todos 
Jos elementos de la matriz D’ por sus complementos algebraicos en e’. El rango 
de la matriz D, construida de este modo, será igual al número de sus colutrinas. 
n—m-—k, puesto que ésta es la parte de ја matriz formada por los complemen- 
tos algebraicos de la matriz e”, la cual se diferencia de la matriz no singular 
(87) "+ solamente en el factor |e’ |. 

Deslgremas (4, D) enn Р у (С. D) con 0. Entonces, ea virtud del resultado 
del problema 817, | BP} «21881 001 Pero |Pp|=|4A|-|5D] y 109] = 
= |Gc |-| Dp | De aquí se deduce que 
[AA|«| B8 |-| Gel, 


puesto que 15р | > 0. 
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519. Se deduce inmediatamente del resultado del problema 518, al aplicarlo 
a la matriz А. 

520. El determinante de A*A es igual a la suma de los cuadrados de los 
módulos de todos los menores de orden m de la matriz A, donde m es el número 
de columnas de la matriz A. 

521. La resolución es semejante a la resolución de los problemas 517, 518. 
Para una matriz cuadrada el problema se resuelve aplicando el teorema de La- 

lace y la desigualdad de Buniakovski. La matriz rectangular se debe completar 
База obtener una cuadrada, de modo que la suma de los productos de 105 ele- 
mentos de cualquier columna de la matriz A por los números conjugados con 
los elementos de cualquier columna de la matriz que la completa, sea igual a 0. 

522. Aplicando unas cuantas veces el resultado del problema 521 a la та 
triz A, tomando рог B una matriz formada por una columna, obtenemos: 


Ал DT Vasto, 
Гата іа 2 а152 ва... З ан tena, 
de donde se deduce que 

ll Ale n? ме. 

523. Completemos el determinante dado A hasta obtener un determinante Ay 
de orden n--1, añadiendo a la Izquierda una columna cuyos elementos sean to- 
dos iguales a У,у arriba una fila de ceros. Entonces A= ay Restemos de 
todas las columnas del determinante A, la primera. Resulta un determinante, 
cuyos elementos no superan a LA Aplicando el resultado del problema 522, se 
obtiene lo que se quería demostrat. 


524. El extremo п ? M^ se alcanza, por ejemplo, р 
minante 


el módulo del deter- 


2л 


2л 
+ donde в == соз Гел Ta. 


525. Construyamos шпа иа, de orden n=2" del modo siguiente. Ante 
todo construimos la matriz (| Ё! + Después cada uno de sus elementos igna- 


- 


v f 
les a 1 lo sustituimos por la matriz ( E y cada elemento igual 


t 3 -1- 
lo susituimos por la matriz = (1 1) (2171), Obtenemos la matriz 


de 4° orden 
311114 
اس1‎ 1-1 
TEESE 
L=i=1 а 


Con ésta obramos del mismo modo, obteniendo una matriz de 8° orden, 
Fácilmente se observa que para las matrices así construidas las sumi 
los productos de los elementos correspondientes de dos columnas distintas 
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son iguales а 0. Por consiguiente, 


{п 0... 0 R 

шан” 491, |хА| нан, Аа. 
60. 

Para la matriz МА se cumple la igualdad: 


МАЦ мъ ?, 


526. Demostremos que todos los elementos de la matriz, para la cual el 
valor absoluto de su determinante alcanza el valor máximo, son iguales a +1. 
En electo, si —1 «ар < 1, Aze0 y A; > O, entonces, al sustituir а por |; 
el determinante aumenta, y si А220 y jy < 0, al sustituir ад por —1, el 
determinante aumenta. Si A < O, el valor absoluto del determinante “aumentará 
al sustituir ag por la unidad con el signo contrario al de А. Finalmente, 
si Ар--0, el valor del determinante no se altera al sustituir ак por 1 o —1. 
Sin restringir generalidad se puede considerar que todos los elementos de la 
primera fila y de la primera columna del determinante máximo son iguales a 
1; esto puede conseguirse multiplicando por —1 las filas y columnas. Restemos 
ahora la primera fila del determinante máximo de todas las demás. Entonces 
el determinante se reducirá a un determinante de orden n— 1 cuyos elementos 
son todos iguales a 0 б a —2. Este último es igual а 2"-1\, donde N es un 
número entero, 

527. 4 para nm; 48 para n=5. 

528. Para una matriz singular А el resultado es trivial. Supongamos que A 
es по singular y sea А su transpuesta, А su determinante y A” la recíproca 


- 
+1 
de A. Entonces А'=АСА-1С, donde C= 210 |i esto se deduce 


inmediatamente de la regla de la formación de la matriz inversa, Por esto 
| 4 | e A171 y (A? дпс (Туга Седнал АН-Д, 


529. Supongamos que el menor de la matriz А“, que es la reciproca de la 
matriz по singular A, está formado рог las filas de indices (1 < ig < ... < lp 
las columnas de índices # < ka < ... < ka. Sem ipei < ints < 
fos fndices de las filas que no figuran en el menor, y Rei < Rat < 
los indices de las columnas que по figuran en el menor. Millipliqu 
menor considerado por el determinante А de la matriz А: 


At, +++ Века Anh e 
2 O Мал 
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de donde se deduce lo que se quería demostrar. 

530, 531. Se deduce inmediatamente del teorema del determinante del 
producto de dos matrices rectangulares. 

532. Hay que establecer una numeración lexicográfica de las combinacio- 
nes, es decir, hay que considerar que la combinación пр < is < ... < fm precede 
9 la combinación f < ja < ... < Jar si do primera diferencia distinta de 0 en 
la serie im jy, баан +... ne Entonces cada menor de la matriz 
triangular. cuyos ^ indices de las columnas forman una combinación que precede 
a la combinación de los Índices de las filas, es igual a 0. 

533. En virtud de los resultados de los problemas 531, 491, es suficiente 
demostrar el teorema para las matrices triangulares. En virtud del resultado del 
problema 532, рага una matriz triangular А, tenemos: и 

нь 


La; |= II TM pala, 
EM 
534. Las propiedades a) y b) se deducen inmediatamente de la definición. 
Para establecer la propiedad c) conviene designar los elementos del producto 
de Kronecker, tomando como índices de ellos, no los índices de los pares, sino 
los pares mismos. Supongamos que 


C—(A' Aq B'— B), А'хВ'=б. АХВ". 


. 


Entonces 


Cin, lalo 


н 
аат УУ, Ў аты D Br А 
E а Ё 


de donde С=С: Н, como se quería demostrar. 

535. El determinante de la matriz AX В no depende del método de nume- 
ración de los pares, puesto que un cambio de la numeración da lugar a los 
mismas permutaciones de las filas y columnas. Por otra parte, 


AX B (AX Eg) (En X B). 
P as una numeración adecuada de los pares, la matriz AXE liene la forma 
A 
j^ donde la matriz A se repite m veces. Por consiguiente, el deter- 


A 
minante de Ax Ey es igual а | А |". Del mismo modo (pero para otra numeración 
de los pares), nos convencemos de que el determinante de E, B es igual a | В|". 
Por lo tanto, | AxB [=l Al" | B] 
536. El elemento de la fila de indice a y de la columna de índice $ de la 
matriz Cj, es igual a 


zi 
Cuan mio ел тъз Ў G-n mta, sbs, kon aes 
1 


= У Y Gion yonmi 0 mro, k-n mtp 
LE 


7 Savas 1371 193 


Pero la suma interior en la última expresión es el elemento de la matriz A,/Bj4, 
tomado de la fila de indice œ у de la columna de indice B. Por lo fanto, 


Ci У) А Ву. 


537. Para n=1 el teorema es trivial. Supongamos que el teorema ya está 
demostrado para las matrices de "orden" n—1 y con esta hipótesis demostremos 
el teorema para las matrices de “orden” л. 

Consideremos primero el caso en que Аң es una matriz no singular: 


Multipliquemos la matriz C a la derecha рог D, donde 
E АА... АА 
Е 


donde Aj, = Aj — Ад Ат} Аз. 
“Todas las matrices que figuran en las mallas de las matrices С. Dy C' son 
conmutables entre si. Es fácil verificar que, cumpliéndose esta condición, el 
teorema del determinante del producto de dos matrices subsiste también para 
los determinantes formales. 
н D posee el determinante formal £, el determinante verdadero D 
es igual a 1. 


Por consiguiente, |С|=|С' |=] An |- 


+ y para el determi- 


p 

5 
ши formal B se tiene: B=A,,-8", donde B’ es el determinante formal de la 
matriz 


En virtud de la hipótesis inductiva 
|e 
(СТЕ Мер 
Аз 
у, рог consiguiente, | В |=| A j| B' I—C |, como se quería demostrar. 
Para librarse de la restricción | Ау | = 0, se puede obrar del modo siguiente. 
Consideremos la matriz 
АЕ 18 Ue 


сиђе ^m an us 
Ам Ла · 
у designemos соп B (A) su determinante formal 
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Como lant, = да... #0, |С00]= B (91. Estos determinantes 
son ambos ро! e n A Comparando sus términos independientes obtenemos 
1C]=| В|. Con esto se termina la demostración 


Capítulo 5 
POLINOMIOS Y FUNCIONES RACIONALES DE UNA VARIABLE 
538. а) 21563042 1 b) iat i edel. 
500, a) El cociente es 2+3+1, el residuo cs 2i5. 
b) El cociente es ZÎ , el residuo es ZA 


—- 5 
540. р=—%—1, m=q. 

54.1) 0 2) q=1, т=+ VIP. 
uz сар وی ا‎ " T 


543. а) (x—1) (94323) 4-5: 

b) (04-3) (259—623 + 3x2 — 392 + 109) —327; 

€) (HID [68 — (3-440) x-4- (71 4-74] +8 64; 
d) (x—1 4-20) [2 — 2/5 —5—2] —9 -- 8I. 

544. а) 136; b) —1—44. 

545, а) х418-2(х-418-3(х--18--4(х4-0--11 

b) (4-18--5(х-18--10(х-13--10(8-19--5(х-1)1 
9 (к-428-48(--2)--38, 

d) (x«t — 2i (e+ 0 — (1-60) (х 002—5 (xi) 7 4-85 

0) (x4 -1— 209 — (x 4-1 — 219 4-2 (x 4-1—21) - 1. 


1 6 u 
546. a) y ty y tacy + 


! 4 4 
d eT иске ад 
541. а) 411194450 + Blx 4-55; 
b) 1404628. 


Же аата. Р Q)—48, 1" @= 124, P @)= 216, 
PY (2) ==240, ЈУ (2) = 120; 


эйр Франа 


552. А=л, B=— (n+). 


555. Para que (а) sea divisible por (e Ne! es necesario y suficiente 
que sea / (1) ilte m y que Г) за divisible por (4— D, para 
lo cual, a sa vez, cumpliéndose la condición f (1)=0, es necesario y suficiente 
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ме fy (nf (х)— xf (x) sea divisible por (x—1)*. Considerando formalmente 
ЇС) хото un polinomio de nésimo grado, repetimos сме razonamiento Ё veces. 

556. а es una raíz de orden £-+-3, donde # es el orden de multiplicidad de a 
como raiz de |" (x). 

557. 310502 10809.—0, а #0. 
558. b=90%, 172B05-+0"=0. 
559. La derivada x^-^-!|ur?--(n—m)a] по tiene raices múltiples, 
a excepción de 0. 

Designando con d el máximocomún divisor de m y п, тейт, n=dn;, 

obtenemos la condición en la forma 


(Elm yr a abe 
562. Toda raiz, distinta de cero. de orden k—1 del polinomio 
ap Fags... epê 
satisface a las ecuaciones: 


aht ох" + 
pat po +.. 
pot pha? +.. 


pf aie pi ад? 


de donde se deduce que los mümeros ајде, ар, .... арч son proporciona: 
les a los complementos algebraicos de los elementos de la última fila del 
determinante de Vandermonde 


Fácilmente se comprueba que 
A е, 
q П, (рир) = (л). 


De aqui se deduce que los números ци?! son inversamente proporcionales а ©’ (pj), 
es decir, 
ay! (pj) agit! (ру) ==... ах? (ру). 


Todos los razonamientos expuestos pueden invertirse. 
863. Si f (x) es divisible por f'(x), entonces el cociente es un polinomio de 


primer grado con el coeficiente superior =, donde п es el grado de /(х). Por 
esto nf (e) = (ех) f (2) Derivando resulta (л—1)/'(х)==(х—җ) [^ (3), ес, 
de donde = 
169 EZ pn (as (ey. 

Lo reciproco es evidente. 3 

564. La raiz múltiple del polinomio 169--14-1-4-- +2 tiene que ser 
también raíz de su derivada 

КЕБЕ 

Por consiguiente, si f (xo) =f’ (54-50, зе tiene x,—0, pero 0 no es raiz de f(x). 
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565. Si 109--(8--34 fı (х), donde f, (x) es una función racional fraecionaria 
que по se anula рага xx», entonces la derivación directa 


(x)= бд m 679 (о) 0, poet 
Reciprocamen! n si Рог k=.. =E (= y тозо se tiene 


(x)= (e xo) А (х), ^e. 7 0, puesto que si fuese f (x) =(х— xa)" q (x), q (хо) #0 
para пем la serta de таа sncilves que se аашаа par 


= xy seria más 
r go. La función 
NICE гш ма У 
ти и (9 — 9 о пили eg 
satisíace а la condición 
gx) g' (хе) == mg (ко) =0. 


Por consiguiente, } ()=(2—x0)"+1F (x), donde F (х) es un polinomio, como se 
quería demostrar 

т. Si око) т es idénticamente igual a 0, se puede 
considerar que f (xe) 0. Examinemos la función racional fraccionaria 


вм. ДШ ян нов TOURER RU" y He БНН 3,681 ова да 
multipli [AE] dl ода та алиа ийн mayor que el orden de xa, como raíz 


de la derivado, iguata LEL e т ы, de donde se deduce inmediala- 
] 


mente lo que se demuestra, 
. Sea x, una raíz de orden k para [j^ O a pr 8) Entonces / (x, 
mes " caso contrario x, sería una Ue, со! Fo. јап el 
lem anterior, х es una raiz de orden EX pra E ое Or e 
— Hag 8) Cuyo grado no e superior a n; Por comigulente K-t т enl. 
1 polinomio f (9 [^ (a) (xo) 09 tiene que tener "a reis х, ê 
um иба a decir, liene que ser igual a А (к=—= о)", donde А es una constante. 
El desarollo según las potencias de х—д después de hacer la sustitución 
x—x,—1, da 


(ostattaa? +.. -+ anz") a, — (ај + 2242 43432... FRA") ag = Аг", 
siendo 


а= (to) # 0. 


r. еч 


570. Por ejemplo, ёд (5 ya no vale). 


INA! 
571. Por ejemplo, -s(a ya no vate). 


572. Por ejemplo, 
573. Por cjemplo, 


а) х=рі, o<o< V + ухро Y E = 


574. Por ejemplo, 
а) х=1—р, 0<p<q; 


b) mt p ( cos E isen 


1 
= 10, p< 
9 xe pl 23721 


575. El desarrollo del polinomio /(г) según las potencias de z—i=} da 
Ha=2=0) ЕТЕ mpita "| s 
Haciendo В==а (1— i), obtenemos 
۲= د2‎ [ачаа (Eo ша], 
de donde 


1t is S (iiio Г Yi. VT 


para 0 <a < L. 
576. Representando el polinomio en la forma 
Ha = (20) (1--г (cos q + i sen q) (2—2,* 11 +-(2—20) р (20). 


hacer 2—2,==р (cos 0--ї sen 0), tomar [E hacer p tan pequeño, que 


sea |(2=20) p (2) | < 1. Entonces 
MG) E (ад11 1a rp rp (229) (2)] > (гр 


577. Se demuestra igual que para un polinomio. aplicando la fórmula de 
Taylor para la función racional fraccionaria. (problema 566), 14 cual se debe 
\гипсаг después del primer término de coeficiente distinto de cero, sin contar / (+) 

. Designemos con M el extremo inferior de | f (z) al variar 2 en el recinto 
considerado. 

Dividiendo el recinto en partes, demostremos la existencia de un punto zp 
en cualquier entorno del cual el extremo inferior de | / (2) | es igual o M. En caso 
de necesidad simplificamos la fracción por 2—20 elevado a la potencia ms alla 
posible. Sea ra=% después de esta simplificación. Entonces y (гу) = 0, pues 
en caso contrario en un entorno suficientemente pequeño de zp|F(2)] seria arbi- 
irariamente grande y en un entorno suficientemente pequeño de za el extremo 
inferior de (Fel no podia ser igual 9 M. Por consiguiente, f (es conma 
рага #==г, у, debido а la continuidad. 1/ (z) |= M. como se quería demostrar. 

878. Balta el lema referente al crecimiento del módulo. 

580. Según la hipótesis 


® #0, [а= 
y según la fórmula de Taylor 


^ 
попа T aa teet. et. 


P-D (0) =0, (а) 0 


Hagamos 
mo" 1E r (eos q sen Ч), z—a=p (cos 0-- i sen 0). 


Tomemos, р tan pequeño que sea | p (2| < 1, rp < 1. Entonces | f (2) || f (a) [X 
STI re^ соз (9-40) t rsen (р E "sup donde 12] < | Get et 
(2jm— 1) x— 9 
EYES 7 


Para 8=' , m=i, 2, k, 1H) < HAE 


=+2, 00% 1801 1101? 


Por lo tanto, al variar 0 desde ZÊ hasta ZÊ +-2д la función |Y (2)1= 


— |! (a) | cambia el signo 2% veces. Debido a la continuidad de |f (2) |—] F (a) } 
como función de Ө, |}(:)}—]/(а)| se anula 2% veces, como se quería demostrar. 

581. Igual que en el problema anterior, demostremos que Re Û (2) —Re (0) 
e Im(f(2))—Im(f(a)) para z=ọ (соз 0--{зепб) cambia 2% veces el signo al 
variar 0 en 2л, si p es suficientemente pequeño. Según la fórmula de Taylor, 


haciendo 35 [V^ (а) == (cos +i sen q), obtenemos (2) — (a) «ro^ cosi +R) 


¿sen (04-40) [1 + (80, q (а) -=0. Tomando р de tal modo que sea | (011, 
O adem i edo quema [e ыг 


Re (/ (2) — Re (f (а) — rp* [cos (P-RO) (1+ q (2) sen (04-40) q (2)1; 
1m ($ (2)) — m ( (a)) rt^ [sen (ф 1-9) (14 qu (2) 3- cos (ф 4-0) Pa (201. 
Haciendo 9-0 = тл, m=0, 1, 2, ..., 2, obtenemos 
Re (f (2)) — Re (f (a) rp" (—D^ (ем), 
donde e es el valor correspondiente de фу (г). | ед | < 1 
De “aquí se deduce que Ке (/ (2))— Ке ( (a), cambia el signo 2m veces al 
recorrer z la circunferencia | z—a | =p. Haciendo р-1-40--: тл, m=0, iso Di 


se obtiene un resultado similar para Im (f (2))— Im (/ (a). 
582. a) (0—1) (6-0) (х 


edel 


( 5 
х{х+1+] 
d) AVI V7) VIV E) +V 3y Y) Y 8-Y 2). 


583. а)2"-1 р [z— cos EN 


лу, 


12-55 , 
wu |i f (o a), 


584. а) (114242) (42042); 


b) 08:43) (448049) (8 — 3e 9): 
о (ак VE- 204 үү), 
"OT y 3-204) У К 

"m чар à 
à) Ti (92/25 os да Из); 
e) G2— xV TF +I) (+x VEFE); 

pn 

+12 

n 0-2 1). 

П ( cos +1) 


585. а) (x —1)* (x3 —2) (x3 —3) (x— 1 —i)= 
= (Bi) 14 (24 4-71) 9 — (94 + 171) x 4 (294 174) х— (64-61); 
b) (x + 1)? (0—3) (x —4) = x5 — 4х5 — 6 + 1617 + 29x + 12; 
€) (-48(х4:14-0--8441--0:44-01-20х--1--1, 
586. П Хабд. 
587. a) (к—1)# (x—2) (0—3) (x° — 2x-- 2) i6 — 98-33 — 
a) (x—1* (0—2) (0—3) 0 +2) ur E "T 
КУД? Пара t Dt UM Sem 
e ial amd de 5404 00 tu de 
а) (х—1)2 (0+2); b) (c-r 0294-1); с) [rra 
hs x—1, donde d es el máximo común divisor de los números m y n. 
580. EM si los números т y 4 son impares: 1, si al menos uno de 
estos es pi А máximo común divisor de los números m y л. 
591. a) et 1); b) (x—1) +1); c) x—1 (d es el máximo común 
divisor de m y n). 


592. Hagamos la notación A=: = y descompongamos f(x) en factores linen- 
tes f(x) А) е). n Món tonces As, para }#0. Por otra parte, 


(B) E e hee. e) aot. 


9007 pue 
En virtud de las hipótesis del teorema. jue и (ко) — Av (хе р — Ay) #0, 
©] polinomio E егете у PR GA o GEE 
по (900069 Meca la Cal ж de orden RL Рог ога parte, 


(8) spg Oo. 


Evidentemente, ninguna función u'(i)—Av' (2), j 40, se anula рага хех. 
Por consiguiente, (£8) tiene la raíz x, de orden 8—1, como se quería 
demostrar. 

593. Ši es una raiz, del polinomio, хэдхэн, entonces 221. Por consi- 
меңе те 

594. La raíz А del polinomio игез satisface a la ecuación АЗ = — 1. 
Por consiguiente, 
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@' С) — о (9). 


O TO 
(y C£ (IP (A), 


La última expresión puede anularse solamente si (—1)2=(—1)P=(—1)*, es decir, 
si ет та, son simultáneamente pares o impares. 
rende a EU. EM Eslos factores son primos entre si, 
eeu siempre es divisor de +x3P+* (problema 593). No queda 
н averiguar cuándo eE es visible y рог х3--х--1, La sustitución de bu 
гай ) Че еме polinomio da I) F(R FDP) РЕ 
LAUSENI Como resaltado зе liene 0 solamente cuando (ја = 
)Р =— (—1)^, es decir, cuando los números т, p y n--1 son simultánea- 
menie pares o impares. 
596. Si т по es divisible por 3. 
597. Todas las raíces del polinomio x*-1--x73-- ... -- 1 son raices k-ésimas 
de 1, Por consiguiente, 


A E A 


De aquí se deduce la divisibilldad, puesto que todas las raíces de x*-? -...- 
son simples 

305, La sustitución de fa ralz w del polinomio sx Len (а) ара = 
ЛА da Пије en 1. Pero rus e=? es una ralz primitiva de 6* 
orden de 1. Por otra parle, ш=27, de donde f (ш) = 4^ — 3. 


Para 
Im 
fe 2 
1(в)--334-3-1 80, 
1) —3 + 0; 
ед Atil #0, 
На) =—M42—1=0. 


Por lo tanto, Р(х) es divisible por x2-+x-+41 si m=6n-+1 y m=6n +5. 

590. Рага m=6n-+-2 y m=6n+4. 

800, J (=r (рај Ima imm Naaa], f^ (u)==0 
solamente, para m= ón +1. 

601. Рага m = бл 4-4. 

No, puesto que las derivadas primera y segunda no se anulan simultá- 

heamente. 

603, Para x 


10)-1- 


(1—1)=0. 


Por consiguiente. el polinomio es divisible por (x—1) («—2)...(x—). Compa- 
rando los coeficientes superiores obtenemos: 


c (к-4) 8-0)... (х--8)- 


х= 


604. Para los valores de m que son primos con л, 
605. Si | x^) es divisible por x— 1, entonces [(1)—0 у, por consiguiente, 
10) es divisible por al, de onde se deduce que | (9) es divisible pot x". 
F (0) —f (x) es divisible рог (s—a)*, entonces Р' (x) = 7 (x") nai 
es lie је (sah de donde se deduce que Р (27). cs divisible, por 
(х—а)*—!. Del mismo modo, f” (x^) es divisible por (x—a)*-*, ... 
в p for х—а De aquí sacamos Ја conclusión de que nou mu 
1 (a^) —0 у, por consiguiente, f (x) es visible рог (x—a*)*, Fx") 
es ушне por (x —ahj*. 
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607. Si F xi —f, G9) 4-х, (1) ез divisible por х2--х4-1, entonces F (ш) = 
=h U) uf, (1)--0 (w es una raiz de x*--x-- 1) y F (e) = h (1)+, (1) =0, 
donde fı (1)—0. |, (1)=0. 

808. El polinomio f (x) по tiene raices reales de orden impar, pues en caso 
contrario cambiaria de signo. Por consiguiente, [(x1=1f, (0P fa (а), donde fa (x) 
es um polinomio que carece de raíces reales. Las raices imaginarias del polino- 
mio [, (х) las dividimos en dos grupos, llevando las raices conjugadas а distintos 
grupos. Los productos de los factores lineales que corresponden a lus raices de 
cada grupo forman polinomios de coeficientes conjugados ү (2) (bs (2) Y v (4) — 
— is (2). Por lo tanto, 

E ES A 
ҖЕ: 1 
шан وت و‎ ОРИ 


0) а—а, куна, 000 у Xua: d) Буу, BX sss bt, 


610, Una de las raices tiene que ser igual a j . La relaclón buscada es: 
8г-400--03. 


ви, з=. n= 


612, 2 —405-- 862-0, 
613. Para cualquier œ se conserva la relación entre las raíces. Tomando 
+ obtenemos рага la ecuación transformada y4 0: y? "-c'y-I-d' =0, 


a! — 0, а'з—4а'%' — &' =0, de donde с'=0. 
614. aide c 


615. Dividiendo por х se obtiene ме фа ( + 


) +b=0. Haciendo la 
de donde 


ах 
с 4 
ба oa 
sustitución x + sz, obtenemos х4 е xt 


ЗИВ 
та 
рага z obtenemos la ecuación cuadrática zi+az4+-0—2 0, Una vez hallado z, 


fácilmente se halla x (ecuaciones recíprocas generalizadas). 
616. а) хет LV 154172, һух= 

—1£Y5 -134Үй. 

ЊЕ: CTUE 


di i z= kV 


617. ko +6. 
818, 1) b=c=0, a ез arbitrario: 2) а= — 
619, 1) a=b; 
4) bm а= р, 


620. 
621. 


22. 61-24, 


623, =}, 2, ..., n, donde 
1 (па Hna 
* түше. 


624. Si las ralces formasen una progresión aritmética entonces según la 
fórmula del 118: anterior éstas serían iguales а: 


а) =p + q» јр) estos números verdaderamente satisfacen а la ecuación; 
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- + estos múmeros no satisfacen a la ecuación. 

Ax +B la ecuación de la recto buscada. Entonces las raíces de 
la ecuación af La Lhe с-а 45-8 forman una progresión aritmética. 
Hallamos éstas según el problema 623: 


h, i=l, 2, 3, 4, 


donde 
De aquí que 
А—с= xx, (ка + ха) + ла (а) — 
Soda. 04 
7768-96) $- + =2. 


4— Воо = гуу (366 — 1) (46 408), 


Por consiguiente, 
40b -- 8c 
8 


Los puntos de intersección serán reales y no coincidirán, si 3a?—8b > 0, es 
decir, si la derivada segunda 2 (6х24- Зах +-6) cambia el signo al variar x a lo 
largo del eje real. 


B=d— pagg (06110?) (+0) 


626. x*—ox*-- 1—0, donde а: 


62. (яаа (0—00, а LA 


(02 ay 
828. | (ха). (4 — у) жга) s (X 
P à) 2 sj — xa)... (j xı ES 


FAX) (из) (5X1 2 0 xi eal. e exp mx) He se 
eem mi) qm n) nmm (у Xie 


Gum xal 0 Ex 
45, 


620. Se deduce inmediatamente del problema 628. 
630. Sea x,—1-- lih. Entonces 


fix t A) iai int. 
631. 2) x--l; b) э®—1; c) 594-1, d) в— 2-2; 
e) i-e 0) e 3. g) ardh h) э#—2х V Bl 1) x4-2: 
D G Юэ-рх-1, D e aep. 
832. а) (—x— 1) f, (x) 4+0 +2) fa (х) 
b) —h (094-04 D fa) + 5 
€) (8—3) fy (0) G6 — 4-4) fa (0) 2-5; 
4) (=) бу4-08--24--х-)1, (Y= 2-2; 


x6 nx). 
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e) (ex D fa (040420524) fa (=2 +2; 

р ہو لچ‎ 208 је 

653. а) М, (х) =>, 
b) M (х) = 


My) ET M 


— 420412, 

ad E 6x8 Y 15x 7. 

= 283: —37x— 
вз. з) M, (= шет ЫШ, M= ue 37—93, 


D) Ma (a) 4—35, М, (0) 14254-38; 
©) М, (х) = 35—840 470200, 
M,()=144x + 10114200. 
635. a) M, (x) 3958 —26x—21. 
Ма (он — 08 446879917; 
b) My (0) 3234-3 — 724-2, 
Ms (4) e —39 604142. 
836. 2) 4i 27° + 60x —65х-+-24; 
b) — виа 13:5 "2735 — 13051475574 90822 — 440% 4197. 
[T ал ЛАН... найс و‎ РЭН 


моди tas) RE 


MENE), paleta) a te. diei ge 
(1-1) 1 (n— 
Quern (т +3).. "aan 
шин л 


(yet 0]. (та) 


D is 


638. 1. 

839, а) (х--1)Чх--2Р, b) (+ DA): 

©) (уЗ (e); d) (с--9)(2-2:4-28, 
(as) 0 he E e 

B) (HSHH 

640. а) =D 673) 
DEI Ur а —7:-+5 


9 под) lo 6x9 egi, (1) (499) «—4, 


[E s18.. (Y 2—1,442...); d) Ро) 9 —9:--21x—8. 
бї. а) y——16—2)6—9 (e+ 

depo) 6-3 6—4)—26—1) 62) 6—4)4- ? 

4165 04100 چک 2ا + 


Гү -т 10—010 х0 (1460) ха]. 


же 
542, Ро) = ut — У (! — E), 
e 


SEES 
= (es) лер 


л. 
Solución, [()— 


=} У Y rt 
f dre 
-a 
Sr Dern} он 
сэ ть ре 
+1 У оу 
= 1 


ЗЭ (п-га) 


а 


SAA 1 
вз. (у= У, ES 


iz 


)... (хха), 
de grado no superior а n—1, y sean 
=X Xp -+s Xy Entonces 


пи. + а 
y 


Fi 


Сото у, Yar <, ya Son arbitrarios, 
Ф (ха) 1 
ГАДЕЛ n 
Consideremos el polinomio 
F(xyenig (х)—@ (91-03) 9' (2). 


Este es de grado menor que n y se anula рага х= ху, Xs. ха: Por lo tanto. 
F(x)=0. Desarrollemos q (x) según las potencias de (х— ху) 
PET 


2 


т 


Se tiene ЈУ (n—K) су (х—х}#=0. Por consiguiente, сүжсү=... 
A 


[I 


wc xvi) 


fx PEU c =н 
паге 


Comparando los coeficientes de x73 se obtiene: 


= 


1n 
шидм. donde Ac | | 
ЕЛА 


mento algebraico del elemento de la њезина fila e (î + 1)-ёзіта columna del 
determinante A. 


‚ Аы es el comple- 


23 m 
I Y. ва! 
го i ш 


donde A, es el determinante que se obtiene de A al sustituir los elementos de 
la késima Ша por 1, x, vss, хэл 

Calculando ios determinantes A, y A como determinantes de Vandermonde, 
se obtiene 

Ar mm) e mr ad (x) 
DD tg хаа) (али) 
donde q (x)= (ex) (e ха). . (Ex) 


De aquí que I= SpE, como se quería demostrar. 


(х— xy) ф Qa) 


„а AAN 


al 


2х | 2х(2к—2) 2к(@к—2)...(0х—4л-+2) 
A халил инь 


650. /(ху= 


est, [9152442089 


11-401-33) @—з).. (1-4) 
n ы 


2809-4000) = (x21) (& - 
652. f (= (уда donde q (к) (ese) (ex), (х=). 
953. Buscamos / (х) en la forma 


O А IA 


1н 


cora El emen ER 


donde т, хуу m+n son los valores enteros de x en los cuales, según la 


mt. 
condición, f (х) toma valores enteros. 
Haciendo sucesivamente x= m, т--1, ..., m+n, obtenemos las igualdades 


рага ballar Ав, Аһ 


Am, 
k 


AL тън л A КА. RA, 


kml, 2, лит 


de las cuales se deduce que todos los coelicientes A, son enteros, Para valores 
enteros de x todos los sumandos de f (х) se convierten en los coeficientes hino- 
miales con los factores enteros Ay, por lo cual son números enteros. Por con- 
siguiente, | (х) toma valores enteros para valores enteros de x, como se quería 
demostrar. 

654. El polinomio F(x) 
2n-+ 1 valores n, — (n 
anterior, toma valores enteros pi 


1449) de grado 2a toma valores enteros para 
) 1, 0, 1, ..., n y, según el problema 
enteros de x. 


lodos los үа! 


5 1 1 | 
95. 9 бх) вата 35673 

1 1 
ost 


d re ETE 


"EE" کے اک‎ 
кы FET en 
1 i 
e) 
„зы 
9 Fi tapi tF 
9 denos ВИ i sen PE 
» a 
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iD Фер сэ upra 
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о У 25 
= 
a 


pa EMI 
A 


E 2—9 сан 
П x42 
wng салса 
» цал RI stes 
t 1 
9 жи Ha цанын 


9 al nta – 5) 
2k (m- la Dna. 
orm e ESI 
9 mu zat 2: 282 : 
LM S 
Р 2k(m- а E 
p X у 30987 E31 pH 
WFT |1 33 
k=l pom 


(nte 


л 
1 
daa » VER EJ GITE) 


1 Р" 
89. 3 тета ПЕТР 

1 1 
М Ter 70 


1 4 
MEKE 

3 4 A д. 
9 рт GFP FFI X 


2л 2kn 
о [Ebo ој] enm 


аба 1)... (am) 
© q E НИТ 
m т(т-1) т(т--1)...(т--л—2) 
"E: T T Т: : 
tratar ; 
1 
жы 
1 апа). бав 1 1 
дарх ыз. 7 
AS т [+] 


On RI) 1 6. N 
9 рш Li tar! 


а А 
` (ху) E Ga Р) Qr f" Gn) 
» Утар ртр 


м. NES CATIA 
a “TET ATT TTT 


A E... EE > 
x "xil (FU Fexri QD 


П з 1 3 П 1 
9 TF 7 16(:::1) ir 30811) TOF 


1 П 1 2л- 26-11. 
9 т tep 1+ 


xri 
y нөл (ias) || ка а-ай CELL. 
[ii [m ad eos МЕ 
gi), xg'(x)—ne (х), Ig' (AF —Ф (0 9" (9 
seda: MU Uem 5 рев" 
10, Фф) I7, 
000. а) 9; b) 5: 917 


661. 0,51-2,48. 662. yÊ [0,5235 6,881, 


683. Poniendo E en f(x), obtenemos después de multiplicar por 0”: 


agp" a ph E ара" “3 eg" —0, 
de donde 


—(@р"=%+-... bas -app?7* aqq 71), 


D 
iu. 


ea OE 


En los segundos miembros de las últimas igualdades figuran números enteros. 
Los números p y q son primos entre si, Por consiguiente, ар es divisible por q, 
a, es divisible por р. 

Desarrollenios ahora | (х) según las potencias de x—m: 


[as (x— т) су (AMP dez (x т) ACn 
Los cocficientes c, cg... са son números enteros, puesto que m es entero. 
en=f (m). Haciendo - ‚ obtenemos: 


uy (р — ma)" + а (p—mqY'7!g 4... pes -1(p— ma) q" + си" =0, 
а" 


de donde sacamos la conclusión de que E es entero. 


Como la fracción AY =. 2 


—m es irreducible, los números p—mq y q 


son primos entre sí. Por consiguiente, c, fim) es divisible por p—mg, como 
se quería demostrar. 

664. Para el ejercicio a) damos una resolución detallad, 
Los valores posibles de p son: 1, —1, 2, —2, 7, —7, M, —14. El único 
valor posible de g es | (consideramos que el signo se le atribuye al numerador. 
w consiguiente, p—1 liene que ser divisor de 4. Se desprecian 
7, M, — M. No queda más que ensayar —1, 2. 

ca raíz racional es x, ==. 


las vs], —2, 7, 
(Сей, (mo 


b) x 2 —3: c) ку —2, 22-3, d) xi —3, хе B 
IM 0, 3.3: 
h) по hay raices racionales; Y —1, —2, —3. + 


8 5: Vass} та 


п) K3, Xp Кате Хуе 
665. Según el problema 663, p y 
Por consiguiente, g es un número par y no puede ser i 
506, Según el problema 663. р—хф= +1, p. 41, de donde 
(xx) Q2 0 a 0, El valor 0 no se cuenta, pues g > 0, xa 22 xy, Haciendo, 
para especificar, xa > а, obtenemos (xa xy) 4-2. Ема Igualdad e Imposible 
para xa—x, > 2. Supongamos ahora que x,—x,—l o a 2. Los únicos valores 
posibles para p y 0, para los cuales es posible la igualdad (ха—х) q=2, son: 


‚ de donde la única posibilidad para la raiz racional es 


q son sinl lánesmente números impares. 
1 а la unidad. 


667. Se cumple el criterio de Eisenstei 
a) para p=2; b) para р==3; c) para р 
nomio según las potencias de x—1. 


668. Хе E еа PTLD PI ps 


, después de desarrollar el poli- 
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669. Apliquemos el criterio de Eisenstein para el múmero p, haciendo x= gy + | 


(en? 
ха) 
y+ 


El coeficiente superior del polinomio q es igual а 1. El término independiente 
de m (y), igual a (0)=X p^ (1) e p. es divisible por p y по es divisible por p*. 
No queda más que demostrar que todos los demás coeficientes son divisibles 
por p. Para esto, demostremos por inducción que todos los coeficientes del 


olinomio (g--1)"" — 1, a excepción del coeficiente superior, son divisibles por p. 
ara n=! esto es сјепо, Supongamos que esto es cierto para el exponente p*-1, 


es decir, que (у == +14 pz, (4), donde сол ү(у) es un polinomio 
de coeficientes enteros, Entonces H — (7 7* 414 pu, 1 (9) )? = 
HP (= 3-1 - po, (9): р (0) y t, (0) son polinomios de coefi- 


cientes enteros. Así. pues. 
pe 
Qly) шй „ 
yh pa 0) сж 
=h- yp A pyly), 
47 p (Y) 


Los cueficientes del polinomio у (у) son enteros, puesto que (y) es el 
cociente de la división de polinomios de coeficientes enteros y el coeficiente 
superior del divisor es igual a la unidad. Por consiguiente, todos los coeficien- 
des del polinomio p(y), а excepción del coeficiente superior. son divisibles por 
р. Las condiciones del teorema de Eisenstein quedan cumplidas. 

670. Supongamos que el polinomio es reducible: f (x)= (x) (X). Entonces 
ambos factores Wienen coeficientes enteros y sus grados son mayores que 1, 
puesto que f(x). segín la condición, по tienè raíces racionales. 


Supongamos que 


bort e bao Hbr, 

а Lem. Ce 
222, таг, k+m=n. Como beč = a, es divisible por p y no es divisible 
por pl, se puede admitir que bẹ es divisible por p. y Cm no es divisible por p. 

Sea b; el primer coeficiente de 4 (x). comenzando desde el final, que no es 
divisible por p. iz«0. Tal coeficiente existe, puesto que ay==bsco 10 es divi- 
sible por p. Entonces Oms j —b; 5 4-5; tiimit по es divisible por p, puesto 
que бс по es divisible por p y bai. brag == son divisibles por p. Esto 
contradice a la condición, puesto que m -+i =. 

671. Descomponiendo fea en factores irreducibles de coeficientes enteros, 
examinemos el factor irreducible Ф (x) cuyo término independiente es divisible 
por p. Tal factor existe, puesto que a, es divisible por p. Designemos con 
пр (а) el cociente de la división de f (х) por ф(х), Supongamos que 


фб) Вахе ухе... Ва» 

v G) mcs! Heath esu Бед 
y sea b, el primer coeficiente de p(x). comenzando desde el final, que по es 
divisible рог р: с по es divisible por p, puesto que ay=bcp no es divisible 


ог p! 
штээ ”ЭэЭТҮЭЭЛХ2Т 
deduce que Ari ck. Por consiguiente, тээт--14-1-8Ё--0-44--Ё220-3. 
672. а) H0)=1, [(M=—1. }(—1)=—1 
Si ро) ф оу фб) y el grado de g(x) es<2, entonces q (0)=+ 1, 
$()— £1. q(—1)— & l, es decir, ф(х) se determina por una de las tablas: 


ги 


! = -1 
-0|-11 1 | = 1 1|-1 
i -1 


| 
mes 


Las últimas 5 tablas se pueden despreciar, puesto que las últimas 4 deter- 
minan polinomios que se diferencian sólo en el signo de los polinomios dados 
por las primeras cuatro tablas, y le cuarta determina un polinomio idéntica- 
mente igual a ја unidad, Las primeras ires dam jas siguientes posibilidades; 

фу (8х1): бух: р (0) 000—1. 
Los ensayos mediante la división dan: 
FG) G*--x— 0 G8 — x — 1). 


b) Es irreducible; c) es irreducible; d) (2—x—1)(*—2). 

673. Un polinomio reducible de tercer grado liene un factor de primer 
grado de coeficientes racionales, por lo cual tiene una raiz racional 

674. Un polinomio z*--GX--ix*--cx--d, que no posce raíces racionales, 
si es reducible, sólo puede descompouerse en factores de segundo grado de coefi- 
cientes enteros 

аза 4 ск (8 Fx) (E хет) 

Evidentemente, el número т liene que ser divisor de d; mne 
los coeficientes de x y x obtenemos: 


A+p=a, тти 


Este sistema es indeterminado solamente si =n, 
ud (véase el problema 614). 


. Identificando 


e=am, es decir, si 


аға 
“К. como se quería demostrar. 


Si mn, entonces A= 


n—m 


675. Si es reducible, es necesario que 
38 axi Ф Бас dx Le 4-3х--т) AAN 
Los coeficientes de los factores tienen que ser enteros. 
identificando los coeficientes se tiene mn=e, de donde se deduce que m es 
un divisor de e. Por otra parte, 
Aka 
лу {л md, 
mE ER 
nA ийг 


de donde 


A (rh пд) 4- mi — n^ —em—bn 


m—bn. Resolviendo esta ecuación 
|, obtenemos: 


y. рог lo tanto, (d— an) À-- mèh — n3" 
conjuntamente соп +A ea, RA + mk 


q are end + de 

=m ni раган ' 

апо e queria лүн 5 i 
. а) (3--2:4-3) (2x9); b) es irreducible; c) (1 —x—4) (42 +54 +3); 

TAN 

877. Sin restringir generalidad se pueden buscar las condiciones para que 
el polinomio sé pri-rq se descomponga en factores de segundo grado con 
coeficientes racionales, puesto que si el polinomio tiene una raiz racional x, 
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entonces —x, también es una raíz racional y los factores lineales que les co- 
responden se pueden unir. 
Sea xt рх 4-9 = (22 4x4 pa) (FA + pu). Entonces 


Si 4,—0, entonces también A¿=0. En este caso, para la existencia de 
racionales p, y ја, es necesario y suficiente que еј discriminante p*—4q sea 
el cuadrado de un número racional. 

Supongamos que Ay # 0. Entonces Ay 

3 


q 3pm 


En resumen, para que el polinomio x*-+-pxt-+-q sea reducible, es necesario 
y suficiente que se cumpla una de las dos condiciones: 

э) Р*—40 es el cuadrado de un nómero racional; 

b) es el cuadrado del número racional y, 24, =p es el cuadrado del 
número racional A, 
878. Si Par bxc exd- des (08 +p + qi) (+ pat +0), entonces, 
como p, +pa=a, se puede escribir: 


— hs, рае У se tiene 


a 


donde À-«4,--qs. De aquí se deduce que la ecuación cúbico auxiliar tiene la 
raiz racional = ga 


(5) v б), donde POT EUA ees койшы Bb 
1, tiene que ser q (а)=1. y (а) = —1,09 (а) = —1, ф(а)=1 у, 
Y (8,)-- (0) --0, 4 2. 

у "nó don ambas constantes, enionces el grado de ф(х) 4-0(0 

que п, de donde se deduce que 4 (x) i v (O Idéntlcamente. Así 

pues, liene que ser f (x)= --1q (x) P. Esto es imposible, puesto que el coeficiente 
superior de f (x) es positivo 

e % (x). entonces ф (aj) = р (а) = + 1, puesto que а, 

ntica- 


Por TATUR si q y ф no son constantes, resuita que ¢ (x)= (x) idi 
mente y 
Ho-Ie Gor. 


Esto айо es posible para n par 
‚ pues, la única Беда posible es 


(ка) аз)... (хад) t 1=1p (0) Р. 

De aqui deducimos, suponiendo que el coeficiente superior de y (х) es positivo, que 
Ф@-+1=(х—а,)(х—а,) ... (~an) 
9 (x)—1=(x— 03) (кар)... (3-0) 


(Para tener derecho de escribir estas igualdades, es necesario cambiar la nume- 
ración de los números dy. Ag, ..., аз.) Y. finalmente, 


(еа) (05) ... (21) (249) (444) ... (х—): 
Supongamos que o, > а, >... > 4-1. Poniendo en la última igualdad х=, 
k=l, 2 


п 
"* obtenemos 


fas — 01) (094 09) .-- (00205) 2, 
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«в decir, el número 2 liene que descomponerse de + modos en ту factores en- 
teros, dispuestos en orden de crecimiento. Esto es posible solamente sl 
= =—2(—1)=1:2, y si =1. Estas dos posibilidades dan lugar э los 


dos casos de reductibilidad del polinomio f(x), mencionados en las condiciones 
del problema 

681. Si с! polinomio de més'mo grado f (х), siendo n=2m o п==9т--1, 
es reducible, entonces el grado de uno de sus factores ф (2) no es superior а 
Si f(x) toma los valores + 1 para más de 2m valores enteros de la хага! 
entonces q (x) también toma los valores + ] para los mismos valores de la vi 
riable. Entre estos valores para Ф (х) habrá más de m iguales a +1 6 a —1. 
Pero en tal caso ф(х) = +1 ó a —1 idénlicamente. 

682. El polinomio f (х) carece de raíces reales. Por consiguiente, si es 
reducible, sus factores q (х) y р(х) no tienen raíces reales, por lo cual no 
cambian de signo para valores reales de x. Se puede suponer que ф(х) > 0, 
p(x) > 0 para todos los valores reales de х Como f(ag)=Í, se tiene 
фара (а) = 1. #= 1, 2 co л, Si el grado de 4 (00 de X (2) | es menor 

jue n, entonces y (5)--1 jo ф (x) 1] Idénticamente. Por consiguiente, los grados 

le p(x) y (х) son iguales а л. Enlonces ф(5)--1--0(Х--0) ... (xa), 

Û (xl ==1 +f (ra) << (х— а), donde а y f son números enteros. Pero entonces 

10)-4х--а/8...(к--0,24-1-414-(04-0)(х--01) ... (х—0„)+ 

ар (ха)? (a, 

Identificando les coeficientes de xt" y de x" obtenemos el sistema de ecuaciones 

БА a-+P=0. que carece de soluciones enteras. Рог lo tanto, } (x) es irre- 
cible. 


A83. Supongamos, que [(x) toma el valor | más de tres veces. Entonces 
109--1 tiene al menos cuatro raices enteras, es decir, 


Го) 1а) (а) (хаз) (x— 04) h 09, 

donde à, аз, аъ а, y los coeficientes del polinomio A(x) son números enteros. 
Para valores enteros де x la expresión (x—ay) (ха) (4+— ал) (Х—а,) es el pro» 
ducto de números enteros distintos entre sí. Dos de ellos pueden ser iguales 
a +1 у —1, los otros dos son distintos de 31. Por consiguiente, su producto 
ho puede ser igual а un número primo y, en particular, a —2. Аз, pues, 
109:41 4-2 para valores enteros de х у, por lo tanto, f(x) #—1. 

884. Supongamos que / (х) = f (x) y (X). Uno de los factores de р(х) es de 


grado < y toma los valores 21 para inás de + valores enteros de x. Como 


¿> resulta que + q (х) o —q(x) toma el valor | más de tres veces y, en 
virtud del resultado del problema 683, no puede tomar el valor —1. Así, pues, 


9 (2) о —p (x) loma el valor +1 más de $ veces y, por consiguiente, ф(х) 
2 


о —g (x) es igual a 1 idénticamente. Por consiguiente, f (x) es irreducible. 

Precisando el razonamiento, se puede demostrar que el resultado es justo 
para п28. 

685. Supongamos que 

ale G)E 2-69 (9) 4-1 (x) te (9. 

Uno de los factores es de grado «л; p(x) toma los valores +1 para 
X=, dp s.s. An Y, Como m=>7, todos estos valores de ф(х) tienen que ser 
de un mismo signo. Por lo tanto, 


x (x)= 140 (ац) (ад). (дл) = = 1400 (x). 
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Si = 0, entonces w(x) también es de grado л y w()=+ 1--ВФ (x). Pero la 


igualdad 
НӨМӨМ PO FILE lapilli T-- B (9l 


es imposible, puesto que según la condición el polinomio 8841 es irre 
ducible. 


686. ву f (x) agi ( 


Supongamos que тах 


а-л. кариб рага | e| 5-1, iat 


voslon | оне A > o 
ү on 
o апан (УУ 


En virtud de а), рага todas las raices se tiene 


151 Le ау | 
МЕ та ДАГ. de donde || > +> | 


9 Hagamos p=max }/ E ~ Entonces 


| ак а 
[<= [her mx] |. 


Por consiguiente, los módulos de lodas las raices no son superiores a 


4-р 2-62 max ИТ. 


a Hagamos p= max “ИЇЕ t|. Entonces lal <| axl pt [|< 


. Por consiguiente. los módulos de las raices no son superlores a 


р «| a 
887. Sea | (x) math анн... аа 


PE =b — bah to i nba 
0<%<\в,, Ба, ses ӊж=|а„|. Evidentemente, || (| e (1x. 
СЛ by [2 
(1-3. Lh 
Por otra parte, ф(х) = box" ( г 8 p] 


La expresión que figura entre paréntesis crece desde — «о hasta 1 cuando x 
varía desde 0 hasta +o 

Por Jo tanto, ¢ (5) tiene una raiz positiva Única E y ф(х)>0 para хэ 
Debido а esto. para |x] > зе tiene [02у] еф (15:11:50, de donde se deduce 
que los módulos de todas las raices de f (x) no son superiores a 5. 


688. a) Sea Атах |а. Está claro que 
2 


lotto (та рат 


de donde, рага |х| > 1, 


rea > јаве (тере тт) = 


|e‏ > اء می لے 


Para lel > EA se tiene 1400] > 0. 
1 = үет LA 
y ra ("+ (E) tem 


En virtud de a), para ld las raices de f(x) se bene 


Ele ivy шах E ‚ de donde |x] < p АЛТ 


t-r 
c) Hagamos р=тәх у | Entonces | ау |< | а, | p*=", y los módulos 
de lodas las raíces del polinomio no son superiores a 


E el eom V [gen у |. 


689. Para las 4 — del polinomio, lo que se afirma es evidente. 


Supongamos, para, precisar, que e io è у hagamos la molación, Фоа z 
bai) pax donde ву=20 para a, > 0, у= гад para ay < O. 
Entonces, para x үа к= 


Ғе) 2). 


Por otra parle, p(x) tiene una raíz no negativa única E (véase el problema 687) 
ут r^ > 0 para x > Ё. Por consiguiente, para x > 5 f (x) ф(х) > Û 
|. Se deduce inmediatamente de © 
ве. Desarrollando | (x) según las potencias de x—a, dblenemos para хоо: 


= + e na гары. + o)" > 0. 


803. Hallamos una cota superior de las raíces, aplicando resultados de los 
probiemas 690, 692. Para oblener una cola inferior, sustítuimos x por — x: 
A у панел 0-668 2. 
1= i =, degree. Y 
. (—1. 0. (1, 2) 


b) [=p é—2— 1, A : у, "fs. Hay tres 


с) [2:89 — 1x7, heem 
авла intervalos: (44, 9), (-3 x 

4) реа 4-5, h=, /үхэх--15, fa —1. Hay una raíz real en 
el intervalo CE. и ын 

e E ! 

o e ме пива а 
Га" НО Go iie төө en а СЧ, 


=x, 

en los intervalos (—1, 
о f! De RFE, AN 
1-1, May cuatro raíces reales en los intervalos (— 
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A Hoy tres raices reales 


4 intervalo (1, 2) 
+6x-+2, fx +l, 
O, 


үл ps ih fente Бе. Hay ба ral sales 


20 4x pl, fax, 
0), (0, 1). (1, 2. (2 3). 


: режа, li==x. fi=-=1. Hay dos 
0434, а 4 +3, 


:2-4-5х--5, [40 — 6x3 —8x--5, f= 22 — 22 — 
Hay cualro raices reales еп los intervalos m 2. 


Nur. 

је vm Ha RIA 

hom Ер Нау des ары reales ба los rd G Y Ка 3 
239--9:3--2:-01, h= atst] ј=9 

бе, Juz Hay cuatro raices reales en los intervalos pr =), 

(—1, 0), | AN (2, ды. 


zl Плов х1. pe бе IDEE TT 
reales en los intervatos (1, 2), (— 
= 302 as 


T1 
Hay cuatro raices reales en los intervalos (—2, 


~i} 
20704841, база bA, fa I TÊ, 
f,=1. Hay cuatro raíces reales en los intervalos (—3, —2), (—1, 0), 


) lo 400-8041, |„=8ї—3х—4, 87x—28, 
hs T Hay cuatro raices reales en los intervalos (--3, —2), {—1, 0). (0, 1), 
( 


-setl A A NENA cio 15, 
dici renes en os melenas (0, DER 
has at ari le 123 


ће 


MOYSES pasar is 
9 Ре век, (10302, Азр, 1 56х31, 
ful. Hay dos raices reales сп los intervalos (0, 1) y 
898. а) j = х*—5х%®—4х+-2, [23 1, fam Li, fy Ax 4-5, 
їеэр ну cuatro raíces reales en los intervalos (2 -3)- (C =). 
0, f) € 
! yA fie i-i. һ=®ё—3х+-1, јебе—би+1, h= 
fe=1. Hay cuatro raíces reales en Jos intervalos (3, —2) Q i. 


2 
уа, 2. 


7 
о {ез pwyl, јего ба 43%, 9049142, fy 13 HE, 
: 2 
1,=1. Hay cuatro raíces reales en los intervalos (-4, —3), (~, -3) 
71221) вл 


у jaetta, h=, hete Bih 


fa=Ax—5, fı=1. Hay cuatro raices reales en los intervalos (a 3) x (3 2). 


(—1, 0). 
2529100, һ=Ф—1х—1, (904-2742, = 


1. Hay cualro raíces reales en los intervalos (4, 5), (-+. =). 


=2%4, 3 


5 4 5 
-3.-4)-(-5-2). 
889. a) [291004 10779, f, t — 3-1, о 4—88 3, АЕ 
++3к—4, [uox =]. Hay cinco raíces reales en los intervalos. (е EON 


(E). (8). (ea | 


27 


act 13031, 


29 — 5х4 —4х1--1144—9х—1, 
1.һ=ї%®%—6+ 1, 5 


= 2648 —2x- 2—1, 1. 


4) (14) 


(1, 2), (2, 3). 
c) [i pit Pd dd, 1ү--544-433--10:8--6:4-3, f= 


+3 —6x—2, |, сагсны li=2x—1, ће], Hay cinco raíces reales еп 
los intervalos (2 =$). (9 =). (CI 9 0. 1, 059) 
= 59—102. APA, [4 x3 1, (,---204-х-41, 


Та=——1. Нау ires raices reales еп los intervalos (—1, 0), (0, 1), 


эй 48-41, =, fel, Hay dos raices reales en los inter 
04309041, 2—3, [,—1 Hay dos raices reales en 
los intervalos (0, 1) y (2, 3) 
с) j= 4204 х1, fi 2x—3. f. 
intervalos (0, 1) y (2, 3). 
х8--4х--1. fı 
0), (—6, —5). 


1. Hay dos raíces reales en los 


4) f= xih 504-1052 5—3, 
raíces reales en los intervalos (0, 1), 
701. La serie de Sturm está f 


х—1, ја], Hay ires 


1)” 73рл— ппу"-1, Si А > 0, entonces es necesario que ses p < 0. 


Para n par el signo expresión en la serie de Sturm coincide 
con el signo de —pA, donde A—(n— I)" 71p"—n^g^-?. La distribución de los 
ignos en la serie de Sturm para combinaciones distintas de los signos p y A 


viene dada en la tabla: 

f hhh 

1.р>0, А»0 —еј+|—|-|— 

+еој+ |+|-|-— 

2p«0 A>0 —еј+|—|—|- 
+=|+|+|+|— 

з.р>0, A«0 —оеј+|-|-|+ 

+=|+|- [+ 

4p«0 А<0 —«|-|—|—|— 

+o 1611 


Examinando esta tabla, sacamos la conclusión de que para A > 0 el polinomio 

tiene, dos raices reales, para А < 0 по hay raices reales, 
108, La sede de Sturm вий. formada, por los polinomios [ri 5а + 
dat +o, һ=ай—Ф®ёх—5, [ma (аза—х— а"), 


у fl. 

Si Aa bî > 0, entonces a > 0 y todos los coeficientes superiores de los 
polinomios de Sturm son positivos. En este caso todas las cinco raices del poli- 
homo | son reales. Si A < 0, entonces, según el signo de a, la distribución de 
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los signos es: 
Ph hh h fs 


a>0 Е 
= 
«<0 T 
E 


Por consiguiente, para А < 0 el polinomio | tiene una raíz real, 

704, Sean f, y faza dos polinomios consecutivas de la serie "completa" de 
Sturm. Si sus coeficientes superiores tienen signos iguales, sus valores para +o 
mo presentan variación de signo mientras que los valores para —o presentan 
una variación, puesto que el grado de uno de los polinomios es par y el del otro 
es impar. 51 los coeficientes superiores tienen signos contrarios, 108 valores [, y 
fi para +o presentan una variación de signo mientras que para —ю по 
présentan variación. Por esta razón, designando con ч y ч: los números de 
Variaciones de signo que presenta la serie de Sturm рага —— y 00, tenemos 
que v,-- v.n. Por otra parte, v,— va es igual al número N de raices reales del 


polinomio. Por consiguiente, у ‚ como se quería demostrar. 


705, Se demuestra igual que el teorema de Sturm, con la única diferencia 
de que hay que estar atento al aumento (y no a la disminución) del número de 
variaciones de signo en una unidad al pasar por uma raíz del polinomio inicial. 

700. La serie construida de polinomios es una serie de Sturm para el inter- 
valo x, x < -o y satisface а las condiciones del problema 705 para el inter- 
valo eo < x< x, Por consiguiente, el número de raices de f en el intervalo 
(ка, o) es igual a v(xy)-—v(+00), el número de raices de f en el intervalo 
Toa, ху) es igual a v(x;)— v (— се), donde v es el número de variaciones de 
igno que preseulan los valores correspondientes de los polinomios. 

El número total de raices reales es igual а 


2v (sd) — у (те) (= o). 
707. La aplicación del leorema de Euler a 


Ер. 

Pamite 5 

da 
ef > 5 ) 
rl dde die 

р + سم‎ mm. 

de donde 
Pm xPa ca (n=) Paws 
Por otra parte, derivando la igualdad que define Ра obtenemos: 
T E os 
fece m, 

de donde 


Comparando con la fórmula anterior obtenemos Pj. ==(т— 1) Pag у, por 
consiguiente, Ри==пР„ i 
e las fórmulas expuestas se deduce que la sucesión Pj, Р, ¡Bio 
P,=1 es una serie de Sturm para los polinomios Pj, puesto que Pp., sólo se 
diferencia en el factor п de Pa y P,_, es, salvo un factor positivo, el residuo 
de la división de Р,у por P, tomado con signo contrario, 
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Todos los coeficientes. superiores de los polinomios P, son iguales a +1. 
Por lo tanto, todas las raices de Р„ son reales. 
708. Derivando la igualdad que define P,, obtenemos 
MN d^ (xme=x) dn (nx? le- X — gne) 
Papes LED (цун Pte mem, 
de donde 
Fines EEA 
También se tiene 
pes DERIO 
Ра (—1)"е* [ет 
поре E A (ande) 
— preme men 


de donde xP = P, -- P, > 
Por olra parte, 


Рата E 


de donde Рл==— nPh-1+nPai. Multiplicando por x y poniendo en lugar de 
xPh y хРа-д sus expresiones mediante Ра, Ра, Рз, obtenemos: 


Р 24D) P4 4 —(n— V Paca 


De estas relaciones vemos que los polinomios consecutivos Р, no se anulan 
simultáneamente, y sí P, „10, entonces P, y Рл. tienen signos contrarios. 


Por otra parte, de st 1 4202 se deduce que Past cambia el signo 
A м 


de menos а más al pasar por una гаг positiva de Pw Рог lo tanto, la serie Py 
Раша i, Ру, Pac es una serie de Sturm para P, en el intervalo (0, o»). 
Los coeficientes superiores de lodos los P, son iguales a la mnidad. Р, (0) == 
cae nl. Рог consiguiente, У(бу—+(+-®)=л, es decir, Р, tiene n rales 
positivas. 


709. 


у. Por esto, los poll- 
) 


а: Por otra parte, Enri (- 


ГЭ E forman una serie de Sturm para E, en el intervalo 


(—<o, —e) para e arbitrariamente pequeño. La distribución de los signos viene 
dada en la tabla siguiente: 


e liD" Cent yet 
= ox c» 


п par el polinomio En no tiene raíces negativas, para n 


Por consiguiente, pa 
'n tiene una raiz negaliva. Por otra parte, para х250 el 


impar el polinomio 
ройпотіо E, (2) > 0. 
710. Transiormemos la identidad 


=> = 
duet (as ) 28 cru) 
A > т Я 
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mediante la fórmula de Euler. Obtenemos: 


+ à E: 
авн = E 
E 254 Hathren atn Ste EE en EL, 


de donde P= (nek T) Pa prm) Pre. Рог otra parle, derivando la 
igualdad que define her Sbtenemos 


P= (net 1) Lo 


Comparando los resultados, vemos que Ра =л (n— 1) Pn- Y, por consiguiente, 
Pj os (a 1) nPy, En virtud de las relaciones establecidas, la serie de polino- 
mios P, Раш ис гн Pam] forma una serie de Sturm para Pj. Los coe 
ficientes рне de todos los P, son positivos. Por consiguiente, [ену as 
raíces de P, son reales. 

Зи Calculando de dos modos 


obtenemos 
PP AP nn 


Derivando la шыш que define Р, e obtiene Py=2:P y EE p 


de donde Р, а y. por consiguiente, Pa=(n-+-1) P, 
De las Мйтаз ed зе deduce que Pay Pu-i, +., Paci forman una 
serie de Sturm para Ру. Todos los coeficientes superiores de la serie son posili- 
vos, por consiguiente, {odas las raíces de P, son reales. 
ste problema se resuelve con facilidad "inmediatamente. Precisando, 


! А 1 
srl =н). 
de donde resulta que 
Р) fecerim qe rp. 


Es fácil calcular que las raices de Ра son a. k=l,2...,2 
712. Desarrollando según la fórmula de Euler la identidad 


obtenemos 
Р„—(21—1)хР„--+-(з—1)° (xt 4-1) Р„-+=0. 

Derivando la igualdad que define Р, obtenemos 
Р„—\2л—1) АР, +) Pr 


de donde 
Ра-ы-(8-18 Pa- у Разетра-1 


De las relaciones halladas se deduce que Pa Pa- 00. Р, 


=} forman una 
serie de Sturm. 
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Como los coeficientes superiores son positivos, todas las raíces de P, son 
reales. 

Fia. Las funciones РО), Р (ду U Ul forman una serie de Sturm 
para F. Los coeficientes superiores de la serie dag, 1242 y 94 son positivos 
Por consiguiente, el número de pérdidas de variaciones de signo al pasar x de 
on е es igual a 2 

Si f tiene una raíz doble, entonces F tiene wna raiz triple y una simple. 
Si | tiene una raíz iriple, entonces F tiene una raíz cuádruple, 

714. Si alguno de los polinomios de la serie de Sturm tiene una raíz múl- 
lple xo о ша raíz Imaginaria а, este polinomio se puede sustituir por ип ро- 
linomio de menor grado, dividiéndolo por el valor positivo (хх! o por 
(ea) (ea), Los polinomios siguientes se pueden suslituir por los residuos, 
que resultan en el algoritmo de Euclides para el polinomio sustituido y su pre: 
cedente, tomados con signos contrarios. Después de смо, el número de varia- 
ciones de signo para —« resultará < n—2, donde п es el p del poli- 
nomio. Por consiguiente, tambien el número de raices reales será < n—2. 

715. Sea Р(х)=(#—1\" Los números —1 y +1 son raíces de F (x) de 
пебвипо orden. Estos números son raíces de Р (x! de (a—1)-ésimo orden у, зе 
pn el teorema de Rolle, F'(x) tiene una raiz más en el intervalo (— 1, 4-1). 

05 números —1 y --1 son raíces de Р" (х) de (л—2)-ёѕіто orden, v en el 
intervalo abierto (—1, +1) Е" (х) tiene dos raíces más, elc. P"? (x) == P, (x) 
tiene n raices en el intervalo abierto (—1, 4-1). 

716. Sean Xy x1, xp raices distintas de f (x) de órdenes dj. au. i.i аһ 

Xp € «oo ху. La función фу) 0-00 es continua en los Intervalos 


Tw) 
abiertos (—00, xi). (3 ха), is pee Xa) Y (xx, |: ee) у varía desde O hasta 
—® еп el intervalo (— se, xJ, desde poc hasta — en cada uno de los 
intervalos (ху, х) y desde +% hasta 0 em el intervalo (xg, co), puesto que 
р(х) eee рага x— x; y al гэ рог x, cambia el signo —por +. 

Por consiguiente, q (x)+-A tiene una raiz en cada uno de los intervalos 
(хүү х) у, аф para û > 0 tiene una raíz en el intervalo (co, х) y 
рага À < 0 tiene una raíz en el intervalo (хь. +). 

De este modo, р (xI+2, y por lo tanto / (X) (04-1 = 10) 4-7 (х) Пе 
пе # raices distintas de zy. ж. л. ха para A =D б &—1 raices distintas de 
Хүү Xas os да ра Ka, + Хр son de Mo) (а, 
de órdenes ад --1, o. НИЛ Asi, pues, el número total de raices 
reales (teniendo єй cuenta los órdenes de multiplicidad) del polinomio ÀJ (x) + 
4-0) es igual sarta, +. bag si А 0 y es igual а о-о... ад l 
si A0, es decir, es igual al grado del polinomio Af (x) +f (9. 

717. Sea 

Ef) as (x +) (А). «(ho Р, (==, (х) + 
+ МР» (х) оцу (x) Hoa (8), Ру (к) = Ру (e) AF 69-04 0040, (А) X 
x Р (у аа а/е 00, ete. Entonces Fy (х) = Fu- (0+ Aa a= (х) =a (2) + 
Фау" (%) +... kayf (х), donde ав, di .... ay son los coeficientes de g, En 
virtud del resultado del problema 715, todas las raices de todos los polino- 
mios Fe Fs. ..., Fy son reales. 

718. Se tiene el polinomio 


aitamen... em (ml 


тп Па 


[ае +o, (n^) e... ај Qm] an, 


y todas las raíces de хе son reales. 

719, El polinomio a,v4-- n2, - x7! --n (n— 1) aq ex*7*--... ayn! sólo 
tiene raíces reales. Por consiguiente, todas las raíces de аціх" ац (4—1)... 
+ 2x14- + nap ахан son reales. Aplicando otra vez cl resultado del 
problema 718, obtenemos que todas las raíces del polinomio пул\х"--аул-л 
Х(л—1).. 2х*=1--аул (a i) n (n—1)...347-3--...-pünl son reales, No 
queda más que dividir por nf, 
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720. Todas las raices del polinomio (1+21 1 x4 4t 
.-.-EX son reales, No queda más que aplicar el resultado del problema 719. 

721. El polinomio f(x)ezarh—x"-t—at-2—...-—| tiene la raíz real | 
Sea ahora  F(x)-(X—-1)f()—ma**!—(n--1)x"--1. Entonces К" (2) 
= n(n+1)(x—1) x3. Si л es impar, el polinomio F (х) tiene um mínimo 
único para x=1 y. por lo tanto, no tiene raices, a excepción de la raíz doble 
xml. S f es pan el polinomio f(x) crece desde — o hasta, 1 cuando 
c < x<0, decrece desde | hasta 0 cuando Ü«c «c1 y crece desde 0 hasta 
æ cuando 14:х < о. Por esto, Р(х) tiene en este caso una raíz única, а 
excepción de la raiz x—l. 

722. La derivada del polinomio considerado es posiliva para todos los va» 
lores reales de x. Por consiguiente, el polinomio sólo tiene una raíz real. 

723. Supongamos que a < b < ¢; f (— ) < 0; f (а) B^ (b—a)+C° (c—a)> 
>0: |(фг--А с--а)-8В (c—b) < 0; f (tee) > 0. Por io tanto, f tiene 
raíces reales en los Intervalos (— «е, a); (а, с); (с, +00). 


и—о, 


Unf 


724, (а+щ=в+ Y OA Ааа) 
т = 


n 


1m (9 @+ьу=—5 Y 

E 

sumandos que figuran bajo cl signo de sumación son positivos. Por consiguiente, 

Ф(а-ЕМ) = 0 si 60. También se puede obtener el mismo resultado basándose 

en que q (x) varía desde +% hasta —o cuando x varía desde a; hasta 0/41 

p(x) varia desde O hasta — «c cuando —« < x < aj, ф(х) varía desde +% 
hasta 0 cuando а, < х < e. Aquí se supone que 


#051 950, puesto que todos los 


ша: сав 


1 


2074 donde x, son las raíces del polinomio f (x). Рог lo 
Е 


W ear—ro) 77 6 


para todos los valores reales de x Я 

726. Sean x, < x, <... < x, las raíces del polinomio f(x) e Y < ys <... 
+-:< Yn las raices del polinomio ф(х). 

Si se cumplen las condiciones del problema me, n—1 o л+-1. Sin res- 
tringir generalidad se puede suponer que xı < V < Xa < Va < < Yazi < žy о 
Xp < < Ka < aX. < a1 < Xn < Un Supongamos que 220. Escribamos 
la ecuación en la forma 


[o n 


"еј А” 


==; 

Si m=n, р(х) мапа: 
desde jÊ hasta —co cuando — eo < x < yy, anulándose para x= xi 
desde eo hasta —« cuando ya < x < уузу, amulándose para x=Xp253 


desde +e hasta z cuando y, < x < +6. 


Aquí a y 6, son los coeficientes superiores de Р(х) y ¢ (x), los cuales los con- 
sideramos positivos, 
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Como (x) es continua еп cada uno de los intervalos considerados, la 


ecuación зај tiene л raíces reales si — Ë = X y п—1 raíces reales si 


x 


- ےا‎ Por lo tanto, el número de raices reales de la ecuación Af (х) + (х) 


D 
© igual а su grado. 

inniarmente se estudia el caso en que m=n—1 

TEL Las rales de f(x) y Q) son necesariamente reales, puesto que (0) 
y ф(х) se obtienen de Р(х) para 0, y para =l, 1-0. : 

Supongamos que ls raices de f (x) y q (x по se separan. Sin restringir ge 
neralidad se puede suponer que entre dos raíces consecutivas хү y x, del polino- 
mio [(x) no hay raíces de ф(х). Entonces x (x) TA es continua рага x, < 
PTA iA anula en ios extremos de este intervalo. Según el leorema de 
Rolle, еп el interior de (xj. xj) existe un punto xq (al que y” (хо) ==0. Enton- 
ces x, es uno raíz de эр (x)— Y (х) de orden #22. Segun el resultado del pro- 
blema 581, si p es suficientemente pequeño, en la circunferencia [z—3,|—p 
existen al menos cuatro puntos en los cuales Im (ф(2)) Im (y (20)) =0. 

Eulre estos puntos al menos uno, зэ, по es real. El número ¡=p (24) es 
real. El polinomio F (x)=—/()-+1p(x) liene una raíz no real, lo cual con- 
tradice а la condición. 

728. Las raíces E, < E <... <E,., del polinomio | (х) dividen el eje real 
en a inter: 


(79. E) бу Ba) o Gon ба), ®). 


En virtud del teorema de Rolle, en cada uno de estos intervalos el polinomio 
[ix] но liene més de una raiz. Por otra part, el polinomio /ГӨ)-ЭЛ (0 para 
cualquier À real no (lene más de una raíz en cada uno de los intervalos seña- 
lados anteriormente. Por consiguiente, según el teorema de Rolle, / (x)-- M' (x) 
по tiene más de dos raices en coda uno de los intervalos, teniendo en cuenta 
la multiplicidad 

Dividamos ahora todos los intervalos en dos clases. Incluimos en la primera aque- 
Поз intervalos que contienen alguna raíz de f (x). En la segunda, incluimos aquellos 
que по contienen raíces de f(x). Consideremos ia función vaa. En los 
intervalos de lu primero clase  () tiene una raíz simple, por Jo cual cambia 
el signo. En los intervalos de la segunda clase (x) no cambia el signo. En los 
intervalos de la primera clase w(x)2- tiene ип número impar de raíces, te- 
niendo en cuenta la multiplicidad, Por consiguiente, en virtud de lo expuesto 
anteriormente, p(£) +2 en un intervalo de la primera clase sólo tiene una 
тай. simple y no tiene raíces múltiples. Por ello y” (а) no tiene raíces en los 
intervalos de la primera clase. Examinemos ahora los intervalos de la segunda 
clase. Sea Ё, un punto de algún intervalo de la segunda ciase, en el cual el 
valor absoluto de Y (8) alcanza el mínimo, y sea dee V i), Para precisar, sus 
pondremos que « (X) es positiva en este intervalo, Entonces la función V (x) A 
то lens гыс en el intervalo considerado si à < hy y еле al menos бах raices 
si A > hor 

Én virlud de fo expuesto anteriormente, el número de raices de y (х)—, 
es exactamente igual а dos si à > Ay y ambas raices son simples. Por otra par- 
te, & es una raiz múltiple de wp(x)—Ay, es precisamente una raiz doble. 

Resumiendo, y (x) —А no tiene raíces multiples en los intervalos de la pri- 
mera clase y sólo tiene una raíz múltiple para un valor de } en cada intervalo 
de la segunda clase. Por otra parte, cada raíz п del polinomio f (x)—f (x)x 
XP" (2) es una raíz múltiple para эр (х) —Ф (9). puesto que 


y Di Loy 
wey PO OP. 
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Por lo tanto, el mero de races reales de [^ (eyf (3) 7 (2) es Igual al mimero 
de intervalos de la segunda clase, el cual evidentemente, es igual al número 
de raices imaginarias (a 

729. M (x)-+ufs (x) Неле todas las raíces reales para cualesquiera constan- 

s у p (problema 726). Por consiguiente, en virtud del teorema de Rolle, 
M (жу uf, (x) tiene todas las raíces reales. De aquí se deduce (problema 727) 
que las raíces de f, (x) у |; (x) se separan. 

730. Supongamos que f(z) mo tiene raíces múltiples y sean hr 
se < фан las raíces de f'(x). Consideremos la función ¢ (x)=: пон 
Es obvio que lim YD Ly > 0 si у>0 o si у <= De aqui se dedu- 


ce que tà e им 24 х—>+= х)—+—‹© cuando хХ—— o, 
кы 1 W()— —: cuando x —+ E, por de bon v (x) — +% cuando 
e e la izquierda. Por lo ry varia desde hala egre 
cada uno de los intervalos (— әс, Ey). NN +++, а-а. со), manteniéndose 
continua dentro de estos intervalos. 

Por consiguiente, p(x), y junto con ella también su numerador yf (x) + 
+(x+2)/'(x), tiene no meros de п raíces distintas siy>00si y « —a. 
Pero el número de raices de yf (х)4-(5--3) Я (х) по es superior а п, puesto que 
үу" (х) es un polinomio de grado п. Si f (х) tiene raíces поре 

ху son raices distintas de | (x), entonces F (2) liene k—1 raices 
у-у, distintas de x, a Мей, ал arena ا‎ ar 
lar di anterior поз convencemós de la exisiencia de А raices de yo), Todas 
us YT de —À, si —h es una de las raíces de | (х), son distintas de 
las raices de 

ios PE ck Gc t ene las rales, sa 
con la suma de los órdenes multiplicidad n—k (si —А no es raíz de ПР Н 
us (si —A es una raíz de a 

neo total de rales reales de yf 09:40-1- 7 (0 teniendo en cuenta 
los i de multiplicidad, resulta igual 
Sea q (2) mb, (:4-10 (4-8) 
SRI пи 


=n. 
Está claro que los coeficientes del polinomio 
Fy (9o wf (х) х (х) 
Ж del polinomio 
Р, 00188, 00-58: (2) 
son a; (tı +0 (ya --£), etc., los coeficientes del polinomio 
Fp (x) e кР GO - XP, (2) 


(x+y). Cada y, es mayor que cero o 


mei 


son 


aj D ба md, i=l, 2, 
En virtud, del resultado del problema 730, todas las raíces de todos los po- 
linomios Fj, Fs, ..., Ру зоп reales. 
aop (0) Fag (E) х... Fang (л) t mts Ра (х). 


732, Sea | (x) wi o (х-л), donde A es un número m f(x) es un 
linomio de (a= )-ésimo grado cuyas raices son todas reales. Supongamos que Sel 
teorema es cierto Е) los polinomios de (r—1)-ésimo grado y demostrémoslo 
рата los pollnamios de grado а. 


T, (X) ba Hb... Еби exhi 
Роја ах +. алх". 


8 заказ 1371 2% 


Entonces 
а=, 


а 
а=. 
аа-аа 
= ба 
057p a yx аду (7—1) 24... Фау (0—0). (у— n 0) n 
пећ bot binx e bey (9 DF... Вар бр). (0-2) 7] H- 
Ax [o5 (1 T) zba (8-1) (972) 24... ба-а (0—0) (9—2)... 
Aya) 7113 (а) + x (үр (0) — хр (х)], 


donde se ha designado con ф(х) el polinomio 
+ вуха (y D x Hes. Fon I V). Qi 42) х=, 


En virtud de la hipótesis hecha, todas las raíces del polinomio q(x) son 
reales, No queda más que demostrar el lema siguiente. 

Lema. Si ф(х) es un polinomio de (n—1)-ésimo grado que sólo tiene ral- 
ces reales, entonces todas, las raíces del polinomio y (YmAp+ xp’ son 


меш Da Aet‏ ا 


У geb es superior al grado de фу 

"Supongamos que ху. x». in Son raices distintas de q. El polinomio y 
Hene ейге sus ralces A xr xa, за Con la suma de los órdenes de mil 
plicidad —1—m. Examinemos ahora 


exp EG, 
مر + =( س‎ 


Es evidente que 


rOy) < 0 


lim 

Por consiguiente, w (x) re cuando x -eo y mi) acte cuando 
x— +o. Además, w(x) +o cul la izquierda y 
to) ceo cuando ye + x por la асе Dabo а dio, 20) "ene raices 
еп cada umo de los intervalos 


(=o, д), (а. ха), e noia) (бш Fe) 


Mimero total de raices reales de ф(х), iie en cuenta los órdenes 
de шийр, resulta igual а n—I—=m-+m4l=n, es decir, es igual al 
grado d de 309 , como se quería demostrar. 
53. $| (odes las raices del polinomio, aaay + .,. anx son reales, en- 
кик todas Tas tales del pol linomio a,x {ax1}... a, son reales. Tame 
bién son reales todas les raíces de los polinomios 


AA а Dx Farm D 04-02914... радну ад 
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A (i — D (n найн (и—1).. (2-2) 4... 


т-а = s 
rl d илэн 


тта =" + 
x dia ышы MN nn) 


RFT 


sl y, > n=l. Haciendo у —п-4+1 а, > 0, obtenemos que todas las raíces del 
polinomio 


ae pete 


а@+ Еурит 


son reales. Aplicando por segunda vez el resultado del problema 732, se obtiene. 
el resultado buscado. 

734, 1. Supongamos que todas las raíces de f (x) son positivas. Entonces el 
polinomio ao a,x +... 4-адол х" no puede tener raices. пера уз. Supongamos 
que el teorema es clerlo pará los polinomios de grado п—1. Hagamos la nota- 


(mb bye айа na nct 
Sea 0 < x, < X <... € X4 y, donde ху, хр, ..:, Хау Son las raices de ф(х), y 
supongamos que ES > иза, 


Sea [(9) e Az) 0, yx +-б„-ух®—!). Los coeficientes del polinomio 
1 (к) son iguales a 


O — бина 
a, = brer 
Por consiguiente, 
Y(t) mas hae aga +... Fag (bo Te bum se 
e tit V nol) —x (bg + but»... H Б-у PAN) e 
па Мр (x) — xu (хал), 
Las raices de los polinomios 9 (9) y 59 09) se separan, debido а le hiph: 
{esis inductiva. Por consiguiente, odes las, raices del polinomio en cuestión 
Ao (x) + my (хий) son. reales, риба mis que comprobar que la ley de su 
Кл Бтр ps el polinomio (а). 
Designemos las raices de p(x) mediante гү Za, ..« г„. Fácilmente se ob- 
serva que 
оса €x «xu! «24x x7 €5«.. 
"—— ст 


49-3, como se quería demostrar. 


De aqui se deduce que 
2. Consideremos 


m suficientemente grande, las raíces del polinomio Ф, (х). iguales a 
d Wr no están comprendidas en el intervalo (0, n). Por consiguiente, 


(problema al), todas las raices del polinomio yate (0) аута 0) х4-... 
„ Фадфа (л) х" son reales. Pero 1.8 Фа (х) = 20°. Por consiguiente, como las 


altes son funciones, continuas de los coeficientes, odas las raices de 
НЫ pato ка reales. 
135. Sein aZ., ха las raíces del polinomio | (x) e ag at +. 
Sin restringir generalidad se puede considerar que éstas son positivas. pone ad 
пр (x) = cos ф-Е ау cos (9-40) х--... Fay cos (q-- n8) х", 
Ap (X) = ap sen Q+ as sen (Q 4-9) x4... ал sen (p+ n8) ха. 


Entonces 
А 
Фа) (x) = (cos Fi зеп 0) an Д (ax xo) 
51 
А 
ф(х) ip (x)= (cos q— 1 sen q) an Д (ax—x), 
(s 
donde 


a=cos0+Isend, а! == cos 0— ( sen 8. 
Por lo lanto, 


ах 


(9 2 4-0 (x) _ cos + зеп ф 
9()-44(5) cos p—iseng Ll 


Sea una raíz del polinomio q (x). Aqui p=|x|; P= cos A+ sen А 
Entonces ón y. por consiguiente, УКР 


1218 
= | e 
[pa P — xj) (pa — ху) 


pri (a—2)( —9 
pp upto 
Dejemos de un lado el caso que carece de interés senü-- 0, 
Si sen A 40, entonces todos los valores | j | son simultáneamente 
bp ed уул ашаа 
. Sean жү. Xa s. Xa las raíces del polinomio 
HG) mash ay Eb) 4. p (as ibn) x — (а) + iY (3). 
Las partes imaginarias de estas races son positivas, Examinemos el polinomio 


ida s claro que sus raíces xj, ха, .... x son conjugadas 
соп ж Хау re 


pero 


Ф gm (а) 
[ICE ION 


۵= „akin, 


Si x, es una raíz de p(x), se tiene 


Pero 
rouf ох) (ко), (0) 0) _ | f IM) Im), 
ar [peni] 


De aquí, si Im (x) > 0, ЇЕ < 1 para todos los valores de i; si Im (xa) < 0, 
9-3) ^ 


Xf | > | para todos los valores de i. (Esto mismo es fácil obtener geomé- 


x 

ГЕ sin cálculos.) Por consiguiente, la igualdad | ® (xo) 

sible si x, es real, por lo cual, todas las raices de q (5) son real 
Exentinemos ahora el polinomio 


(8-0019 00+ 6b (= ае (а) -- BV (2) +1 Каф (к) — B (0). 


Sus raíces no se diferencian de las raíces del polinomio inicial y, por lo tanto, 
su parte real aq (93-0ф(0 sólo tiene raíces reales para cualesquiera ау 8 
reales, Pero en tal caso las raíces de ф(х) y (x) se separan (problema 727). 
Tig, Sean ж, ха, s жү las raíces de фа) € Vu yas ooy бн, let roces de 
(a). Sin restringir generalidad se puede suponer que los coeficientes superiores 
le Ф y son positivos y que 


X, >W > Xa > aD 2 


w en iracciones simples 


sólo es po- 


(puede no estar уу). 
Descompongamos 


a 
ПИ А, AaB 
ra ^i ا‎ п. 


Fácilmente se observa que todos los números Ау > 0. Hagamos x=a+-1b y ha- 
llenos la parte imaginario para 


—i(eG (2) v). 
#07 38 Ч 


: : 
=ti la А, 
(È ze) ara 


Si b3»0, entonces Im ( 169.) < 0 у, рог consiguiente, ф(х) FY (х) # 0. 
v 


АМ, pues, en el caso considerado todas las ralces de q (x)- (x) están situadas 
en el semiplano inferior. De un modo análogo se estudian otros casos de dispo- 
sición de las raíces. 


198, LOLS —L—; ха son las ralces de F(x). Sea хаа, 0» 0. 


© диск 
Entonces 
Р 
a _ Û bim a) 
(ez) IUe 


Por consigulente, 
f (a—bi) 40. 
739. Supongamos que el semiplano está dado por la desigualdad 
r cos (0—p) > p. donde x=r (cos pi sen Ф). 
Hagamos x={x' + pi) (sen 0—4 cos 0). Entonces 
x= pi + x (sen 01 cos 8) 7 sen (6—q) +1 |r соз (6—9)— pl. 

De aquí se deduce que si x está situado en el semiplano dado, entonces х” está 
situado en el semiplano Im (x) > O, y reciprocamente. Por lo tanto, ls raices 
del polinomio / {( + pi) (sen Ө— cos 0)] están situadas en el semiplano superior. 

in el problema 738, las raices de su derivada, igual a [sen 0—2 cos 0) F[(x'+pi) Xx 


x(sen 8—1 cos 0)], también están situadas en el semiplano superior. 
Por consiguiente, las raíces del polinomio f" (x) estén situadas en el semiplano 


dado 
740. Se deduce inmediatamente del resultado del problema 739. 
741. La ecuación se descompone en dos: 


Ро) t Ро) 1 
T) +870 То) шыш 


La descomposición en iracciones simples da: 


según la hipótesis, 'as raíces x, del polinomio ) (х) son reales Sea x«ea--bi; 
entonces 


E a 
CY] 1 п 
"(Ў 55) iD» плута DW] 
Para las ralces de cada una de las ecuaciones tiene que ser f < гүү. de donde 
b) < kn. 
1915 Evidentemente. todas las alces de J (x) son reales. Designemoslas соп 
n Sean Yi, Vw s... Ya las raices del polinomio /(x)—5 y sean 
A lus raices del polinomio f (e) ~a. Entonces 
Mh < Bı <и < <... < uci < inci € Vo 
дс «365, < -.. < Eg < Enas < Xx 
De estas desigualdades se deduce que los intervalos limitados por los puntos 


х ш по son rampantes (o sea, no tienen puntos interiores comunes), puesto que 
están comprendidos en intervalos no rampantes 


(=o, Edi Gu 40: «<i nr Fe) 


El polinomio /(x) toma en los extremos de cada uno de los intervalos conside- 
rados los valores a y b y paso dentro de cada intervalo por lodos los valores 
intermedios. Por consiguiente, / (2) —А se anula en el eje real л veces, como se 
quería demostrar. 

743. Si las partes reales de las raices del polinomio f (x) =x Ea x" 7? 4- ... 
..:-+4p tienen signos iguales. entonces las partes imaginarias de las raíces del 


polinomio 

Pl) mx = la eh aget lA RO Sess 
también tienen signos iguales, y reciprocamente. 
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En virtud de los resultados de los problemas 736, 737, para esto es necesa- 
rio y suficiente que las raíces de los polinomios х"—0;4"24-048"—4-—... y 
аух@-1—аух"-®--аух®-®—... sean reales y se separen, 


ción 0< «bo c£» 0, abe > 0. 
Asi, pues, para que las partes reales de todas las raices de la ecuación 
Parr c0. 


sean negativas, es necesario y suficiente que se cumplan las desigualdades a > 0, 
с> 0, ae > 0. 
745. a > 0, € >0, 4> 0, abe—e—atd>0, 


746. Hagamos E. Fácilmente se observa que si |x < 1, entonces la 


parte real de y es negativa, y viceversa 
Рог consiguiente, para que todas las raíces xy, xs, ха de la ecuación | (x)=0 
sean en valor absoluto menores que 1, es necesario y suficiente que sean negati- 


vas las partes reales de todas las raices de la ecuación (=)= Esta ecus- 
ción tiene la forma 
° (1L—a4-b— c) + f (B—a—b430) Њу (344 —6 — 3c) 4 (140440) 
Además, es fácil observar que la condición 
1-г04-0--с-(14-50(14-х) 1+) > 0. 
es necesaria, Вазапдозе еп el resultado del problema 744 obtenemos las condicio» 
nes necesarias y suficientes: 


l1—axb—c»0; 1+а+5+е>0%; 3—a—b+3 > 0; 
747. F6) (Is) man aai =a) а-а-а. B 


1—b-rac— e > 0. 


i) xn аут. 
Sea |x|=p > |. Entonces 
110) К) [x aqp^* 1 — | an (ад = а == ан) E a oo 
аа) x" |2 арт — p* (0д4-0а-лг-бачр e 
аа) а, (pt1 —p^) > 0, 


:) 0,6180; d) 0,2679; 
3028; h) 2,6457; 1) 1,6180, 
— 2,3556; 


8, 2855, 0,1960, —1,4875; 

5) 16887: “04657: 

0) 3,3322, 1,0947, —0,6002, —1,8268; 
8) 04910, —1,4910; 

h) 2,1462, —0,6821, —1,3178, —4.1463. 
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Саришо 6 


FUNCIONES SIMETRICAS 
755. He aquí la resolución detallada del ejercicio (у: 
ЦЭЛ ОФ. 
El término superior del polinomio F es igual a x1-x3. 


Escribamos los exponentes de los términos superiores de los polinomios que 
quedarán después de la eliminación sucesiva de los términos superiores mediante 
la resta de combinaciones adecuadas де los polinomios simétricos fundamentales. 
He aquí estos exponentes: 


6.2, 0); (4. 1, 1): @, 3, 0); (3, 2, 1) y 0, 2, 2 
Por consiguiente, F=f? /2-- АЛ fat ВА + Chitata -+DI;, donde A, В, C, D son 


doelicentes muméricos, Los delerminamos asignando a xj, xa, x valores particu 
ares: 


Para determinar А, В, С, D resulta el sistema de ecuaciones: 


2=4+8, 
50=—278 +40, 
хов АА у> 

8-1-4-8-40-0, 


de donde B==2, Dal, A=—2, Ста. 

Asi, pues, 

чн) (xf +x) (+ x)= Aa Hhhh 

Не uqui las respuestas de los demás ejercicios: 

а) ВЗ b) hi 9 IA 

AR Ada ТА. 
€) 2%—9ҺҺ+27!ь; 
Ahmi + Bhil — 2718. 
756 а) hif Rl b) At 
O Alfa +8. 
757. а) Й—2Ь; b) 1-318-832 
Ade 
28-4: 1) Aht fiHn sji 
A D) ffaith Shi 
AS 
» 
к) H— 8/1 + 5+ 5I, Ils — hla} БГ 
0 Ља; m) LA 
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n) lahii hht Sie 

o) hall 3+ АҺА Tff 12 

р) З—3ҺМ»+ ffit 37—33, SE +e 
ЭНН + + ola ба: 
ора 28-4 2А — З 4-2 — 6) + ho 

3) Hh- h- Rh+ RFT di lle Glas 

y Лов TH POr — 12h fs + Flot hlle: 


/ 
759, a) (a—1) 22 Ч 
90-41) — лава (а +O) 3) hf tnl 
y 20—009 g BnD las 

16. ани аана m Bases 


761. (n—1)! 3 арр-2(8-2) 13 4-(8а = 
=(n—1)1 5,5 +4(1—2) | Ру}, 
donde 


Р а 
ын” afi => xh Реф ээ ње ч» 


ИДЫ о لال3‎ > 
[ЛД Ћ 


ЕЕ ? T: f+ frs ба O + Nh 


762. а) E b) 


төз. а) E 


764. a) ж » эг 
ИЛЫ 8 
Bl lada obama 


айн 

: л 

y Medida; TN 
LE aS, 5 


765. —4. 766. —35. 767. 16. 
) —2#4—3%; с) — p (=P); 


EGRE E EE 
А 2—4) 


169, Sea х}==хї+-х}. Entonces Diff + xf Fx =a? — 2b, 


Por consiguiente, }/ eB = y [rl entre las raíces de 
т а dada. Para esto es necesario y suficiente el cumplimiento de la con- 
ción 
at (02—26) 2 (a —2ab -- cp. 


8% Засах 1871 233 


то. a=— == 
ab—e=— (x14 xa) Gi ха) (ха х), 
KK 
Si todas las raices son reales y negativas, entonces 
а>б, 9>0, c>0 

Si una raiz ху es ral, mientras que xa y ла son imaginarias conjugadas pero = 
la parte real negativa, entonces x2 x < б, sara > 0, (atxo) ber Fa) > O у, 
por consiguiente, también а > 0, b >Ô y с > б. Queda demostrado que las соп. 
diciones son necesarias, 


—4->1>0 و‎ < R> h 
lo cual — (cef rbi <0, y esto contradice а la condición, 


‘or lo tanto, x, < 0, 
Otra solución se mds d mie 18, 


m. s=} Иайар— 7—6), 8-у202-5-5 
772. а (sab — à — 8c) 40. 

7. a) 8) b) 2; 9 -5p 

774. a) ap aj —4ajo5— 4ajag + 18ааазаз — 2703 аў; 

D) agas aja; d) офа}—аўа,— atas 


775, Es suficiente efectuar la demostración рага los polinomios simétricos 
ame Sea pa un polinomio simétrico fundamental de grado k en x; 
‚ ха y sea fa un polinomio simétrico fundamental en хү, £s. ...,х„ Está 

be Pe =e Ф. donde se deduce que: 


Sha СА 0), 
(1^9, 2, 14 - Xi «о орах. 
116. x, 4x m ха 
MD а) (y— ха) Ва еа 
== — hi 
(x, —h) (33 — А) (8 — 59) 27/4 hfs +R, 
хране Hh foi 
хаха. 


m. У а-ә 


“т 


718. Sea Е (x, ха, .... Хај= D (s, fa, ..., Ia). Entonces 


а 
дЕ òD дФ дФ 
Хатавеј Ws e "ал 92. 


729. Sea q (=F (xa а, хаа, ..., x, +a). Entonces 


a 
yof Enta nta 


Como ф(0) no depende de a, se tiene que P, =0 idénticamenle, de donde se 
deduce que 


Reciprocamente, si 


idénticamente, entonces 


ўе ГЭРЭЭН 
AE = d 


de donde se deduce que p (а) no depende de a y р (а) = (0), es decir, 
Ебра, а, хун ха eO) m (u хь ... За). 


(42) 


Sar 
irtud le terior, V dición =0 es ivalentt la con- 
En virtud del problema anterior, la condici Lex equivalente a la с 


dición 


neh + en Eh iot. 
180. Sen P Gro жу, 
n 


-sn un polinomio simétrico homogéneo de segundo grado, 
Entonces su expresión mediante los polinomios simétricos fundamentales tiene la 
forma Ф= А/#4-ЕВ/,. En virtud del resultado del problema 779, tiene que ser 
n:24f,+(n—1) 8%=0, de donde A==(a—l)a, В=— 202 y 


Р(х\, Ху +.» Худлаа. fn) -tfma D (e—a 


781. La expresión de un polinomio simétrico homogéneo de tercer grado me- 
diante los fundamentales tiene la forma Aff ВА + С. En virtud del resul- 


tado del problema 779, tiene que ser 3Anf3-+n8f,+(n—1) BR +(n—2) Cha: 
de donde 


Рх, хь... ха) а (л—1)(з—2)/}—3а (1—2) 37). 


782. (n—2) A fa 2 (0— V) Itf —4 (0 —2) 84010212) loaf 
—A(a— 1) Rf, Inf + Bal a. 


783. Se puede tomar 


ту-н(8-1- sili. e^ 5-1). 
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Cada función q posee la propiedad pedida. Por otra parte, si F (хү, ха. 
=F (040, жаа, sees. хафа) Y Р(х Xm сн лаје ФА | 
entonces 


Ежа, Ху === 60) Ф (0, Фа Par ces Qu 
784. а) —4ф1—27‹ 
785. а) 8з; 
b) Appi + 16949,—2791 + Матица — 1289202 ++ 25697, 
186. Y  S—H—3hh--3s о Ads 
э» =}—5Һ+5Ы%+ 5—5 — Һа Sfi 
=h +N +R 28—12 eht 
6 +6 —6/а. 
за обје 35159 eis; 24, ==51— Gris H 855 2-35] — 6и: 
хү -H Xsiss-- 185,52 — 205,5 — Oss, Ds: 
120, = sf — ssa -1-405]5a +4553 52 — 1205/5559 1551 — 
оозана 1445154 — 120. 
b el TA di 
92. Se demuestra fácilmente por el método de inducción matemática me- 
¿tante a relación 


Саа аль нд 
donde зүснэ! Бэй 
103. зу--41-45(1-19 Jali: 555159 (5—3). 


794, зуг — Bhf; =h = Las 
795. e. — Тју = 8-5. 
196, х®—а=0. 


-——— ین‎ ГЭ 

її. эя کے‎ anma nt A T 

188. + PO жэл Ра шо, 
donde Ру, Pas ун Py son los polinomios de Hermite: 


T 
کک راک( رم‎ acids una гай del polinomio de Hermite Pn +, 09 
Solución. Supongamos que la ecuación buscada liene la forma 
anpa- agi... 
En virtud de las fórmulas de Newton 


De estas relaciones se deduce que a es un polinomio en a de grado А. 
Hagamos la notación 81 аһ= Pa (а). Entonces, haciendo Py=1, obtenemos: 
Ру=а у Рь—аРу-у+(#—1) Рк-а=0; 
ven P, aem. 


Las primeras relaciones muestran que Ру es un polinomio de Hermite en œ 
(véase el problema 707). La última muestra que Рана (0)=0. 


799. + (sk —sas)- 


л £ 
800. Y at= У) srar”; 
= E 


У Nes Xu. 


пі "= 


> кафе X fiae та) : 
= 


E 

" 

so. Eee: Y ch Cua 
@ 2-3 


802. Multiplicar la segunda columna por —вр la tercera por Sa ..., la 
іта por (—1)*-!sy-1 y agregar el resultado a la primera. Según las fór- 
mulas de Newton obteneruos: 

A t 8.38 
2 h hod; e 


=D fia fica «hi 
цагг Цас 
0 0 ssi 
0 1 .0 
a ht rh mem ng =. 
o [кз ed 


(“sk ea на fa 


803. La segunda columna se multiplica por —/\, la tercera por fa, .. 
huésima рог (=1)*=1 fp, Hn los resultados se agregan а la primera columi 
En virtud de las fórmulas de Newton se obtiene el resultado pedido. 


A HI a- 
вов. -209 и (5). donde d es el máximo común divisor de m y п. 


п 


impares distintos entre 
п es divisible por 3, y 5: 
las fórmulas de Newton ба 


h — 2. 28 
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poti, si n es divisible por 3; 

‚зї n no es divisible por 3; 
i-i 

ћ E si n es divisible por 3; 
сы 

fpe 


„9 л no es divisible por 3. 

807, s esas ==.  еба==а. Por consiguiente, para «zn 
is a Lo + + + EN 

(Df Oah A, 


de donde 
Мааа ==> fhor 
Evidentemente, f,=3; por consiguiente, 
а(а—1) 
IA ин 


por lo cual Xj, хз, „.., x, son raíces de la ecuación 
PA AA 
THRONO 8-0 (па) 


808. (х—а) (x—b) [en (a-b) хэс... H (anani b., b) = 
(ха) x? Fax +p atx... atx mb (a нат... fb) сн 
manti (дана ал... A) х фар (a? oa? 7 15-4... 4-69). 
Es obvio que las sumas de potencias Oj, оз, 
nomio son iguales а сего. Pero Osx Fa’ 
=— (004-00) para Tes вал. 
809. зк==— a*—b* si А es impar, 


MM 


810. а) (x--a) (x -- ax 4-5) — —0; 

b) x (x—à* +30)? — (0992 — 4а%с— 40 ++ 1825 — 270) ==); 
с) x (9b a?) x +b (3b — a?) x 490% =0; 

d) ха (ea? -- 3b) + (2203 —4adc— 40° + 18abc— 2762) «0; 
€) 33— (dà —25) x^ + (9% Lac) х—с%=0, 

0) а8--08--305--0) 114 (9 — dabe -+ 30°) x-- 09=0. 
811. y? -- (229 —92b4-27c) y+ (a? — 35) —0. 

81. у die y PER o, 


о, рага el muevo poli- 
Por consiguiente, зр 


sis. si E а 
alba Gabe Te", P Sabe: T 
оо rj t pu 188 acf y 10, 
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814. а) P—by + (02—44) у—(@4--\—45)<=0 
(resolvente de Ferrari); 

b) y? — (82—86) y? + (3a*— 16235 + 1692 4- 16ac — 64d) y — (29 — 4ab -- Boys 0 
(resolvente de Euler); 

€) jf — byt- (ac—d) y — (ad e?— 264) y? 4d (ac—d) if — biy P=0; 

d) 9430? + (Ba 4-95) у* + (09 4-42) p+ 

+ (20% +® -I- ac — 4d) y^ -+ (ab? + atc— 4ad) y+ (abc — dtd — у= 0. 
o + VEA, + VIA zy —4 4s, 
4 


815. x= 


Los signos de las raíces cuadradas deben elegirse de tal modo que su producto 
ма igual a —а94- dab — Bc. d 


Иа адў g Унух " Y xe cus 


Los signos de las rales cuadradas deben elegirse de tal modo que su producto 
sea igual а —b. 
К (y! + бау 4- 25a) + 31250 <= 0. 
80106105 Las тшд de la ecuación buscada son: 
(хохо e Хо HF Xa a худ) (хуху H Хада Xa x 
m Gg оха Xa хуш e xi) (куха Xa ов аха хаха Хы), 
Ja m Xa e хал ахо H жу +- ада) (Хала желу e л Жужа Худ); 
Ja m (хал зе X хохь ++ хаха оха) (хаха T X94 e хех de XX E Хала 
Vy = (gts хайа + хала Fe уда) Ga eas e лу је Xa хай) 
Ya m tg b Xa Ya хул E хүл) (хаха + ал Xy de de) 
Evidentemente, la ecuación buscada tiene la forma: 


V! e cya cy cst + соату? + (сав t сер?) y + (esa + сь) ==0, 


donde су, Ca, ..., бу son constantes absolutas. Рага determinarlas, hacemos 
ан 1 b= y a=0, b — V. Resulta. 
ale|ixin|x | ч | m| n | 4 | Ys | Ya | Yo | % 


Oo 
ПЕ o | — |-=|—=|-=|-> 


En el primer caso la ecuación buscada tiene la forma: 
(y— 1) (y? —6y +25) =0. 


En el segundo caso y*-+3125y=0. De aqui determinamos todos los coeficientes, 
a excepción de ср. Fácilmente se comprueba que cg=0. Para esto se puede 
tomar, por ejemplo, а==—5, b=4. En este caso, x,==x,= 1l, mientras que las 
demás raíces satisfacen а la ecuación х®-_-2х%--3к--4==0, y todos los cálculos 
necesarios se efectúan sin dificultad alguna. 


eje 


"|. 
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эы safe toner + (ex), donde ху, ха, ..., Ха son varia- 


акра) =) qu ES 


Evidentemente, los coeficientes cy, з son ciertos polinomios en xy, Xs. ..., Xy. 
Se tiene. 


OQ ба ал 1 1 1 
а “|| по ^ БАР 
ст ба ГЭВ 17: 7". Эн 

л ба) na) п (ха) 

nés) nG) + nec 


А) ru eoe ru) 


9x) 0) 90) 
mec) xap (a) Хий (ха) 


Жы) A] 


=p ф (0) 6 (xn) 


de donde se deduce que 


сы ба e 
м. Ж > 


са 
a 


=p (x) 9 (xa) ... Фа КИФ) 


ой ба ee 6n 


La última igualdad es una identidad entre polinomios en las variables inde- 
pendientes хү, » Ха, рог lo cual se mantiene válida para todos los valo- 
res articulares Чейз Variables, 

9, Cerclorémonos primero de que todos los polinomios ya (х) son de grado 
nh погодака las siguientes тоссон 


Ty (x) naeh O 
Тб) ау"... Бат 
qu (к) Вока... FDR 
таш) =н... +6. 
Entonces 
Hemani ta (OFT 09; 
q(x) ant, (x) +9 (i 
“р (ође а 00 [1979 (+Ç, (21— 
— q (2) n7 (e) + Та GO] em [s 09) Фа — Фа Та (3) m (aba — вода) x"... 
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Sea рь (Jen Heat HF... едат у sean ж, Ka see Ха las raices del 
polinomio f(x). Entonces 


д4: 


ба) фа) -. фа (а) 
Чи) | 
u(x) фаб) Фа (ха). 
ha (Ea) P (xa) 


Тоде) hedea 
hedo) А (а) Фа) ee Panda (а) 


hee) hent 2112) 
huy hd + hen) 

A өр ОДО .. hou 
һб) nl) eee falta) 


epo) 9 (а) e ux 


de donde se deduce que 


Су Espinas: б 
си Cos 


=P Gu) (a) ... gum RU. Ф), 


© бё ec Фин. 


820. Los polinonilos y, son de grato по superior a n=l Esto es evidente 
para 1«&Ё«&п—т, y para # > Rm esto se deduce de que X son los polino- 
mios de Béout фк-неа Рага f(x) y x^^ (и). Sea Xa (= Go t Cia e 
сеоба" y 
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Entonces 


Си Cig e ‚шз 
эээ DOM 
бар Сла... А en 


=p (JP (xa) «< тых 


05) € G3) ... eG) A- . 


айк)... ou) A. 
de donde se deduce inmediatamente el resultado pedido, 
а) —7; b) Fy €) 0; d) —$9; e) 4854; 1) (bony —ба)— 


— bear bao) (xes 
Hr пау о ДРЕ 


изә, VEE, 
ан ува ту, 
7 ; 


с) ist ШЧ А-у 


823. в) Y —Ayt +g 12y 4-12=0; 
b) Sy? — Ty +6y9—24*—y—1=0; 


M 


9 Py 10, 
894. а) mim, җөй, 222 
=2 gym й=1. 


b) жао, 
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дд= n=l, x 
n= пт ве; کو‎ 
d) хеб, ху=0, x=1, ет, 

Пи эн 
е) xı =0, x-—0, x XQ a=? x m —4, 
=2: p= 2: = n= pal 

хуб, x4 m — 6, y. 
һ=б wot = 
825. абал”. 

826. Sea 


же. 


Го) = ade) (к). (а, 
фух) хи... Fk фа (0) x Hess 


Entonces 


80. фун) = ай” Д тик) Фа (= 

» А 
= | Да ©] [4 їе со] =R (H paR (F, Pa) 
e 5 


827. Es de interés solamente el caso л > 2. Sea d el máximo común divi- 
sor де m y n; sean by En. .- las raíces primilivas de la unidad de orden п 


y Mi т, eee las raíces primitivas de la unidad de orden сл, Entonces 


R(X, 35-0-1168-0-110-4- 


gu). эл). 
=[ оу (х, (0) “09” 


Si т es divisible por n, entonces R (Xn, хт –-1) 80, SI m no es divisible pgr 
n, entonces m #1 y, en virtud del problema 123, Xa, ()=1 si тр, 
Xm (1) =р si a =p (р es un número primo). Asi, pues, 


ВОХ, x*—1)—0 si т=р=! 
em 5 
RS si n mph 
R (Xm x" —1)==1 en todos los demás casos. 


828. Evidentemente, А (Xa, Хы) es un nimero entero positivo, divisor de 
R(X,, х”—1) y R (Xa. x"— 1). Designemos con d el máximo común divisor 


de m y n. Si m no es divisible por n y n no es divisible por m, entonces T 


y son distintos de 1 y son primos entre sf. En virtud del resultado del 
problema anterior, R (Xm, x"—1) А В (Ха. #"—1) son еп este caso primos 
entre si, por lo cual R(X. Х„)= 

No queda más que estudiar el caso en que uno de los números m, n es 
divisible por el otro. Supongamos, para precisar, que m es divisible por n 
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Si т=п, entonces R (Xm, X,)=0. Si 2 mo es una potencia de un nú- 


mero primo, entonces R (Xa, x"—1)=1 y, por consiguiente, Ё(Хд, Хај=1. 
Supongamos, finalmente, que m=np*. Entonces 


є) 
ROG. X= Е(Х„, 4—1) 5 
5л 
Todos los factores del segundo miembro son iguales а la unidad, a excepción 
m 
de aquellos, para los cuales -P es una potencia del número p. 
Si n no es divisible por p, entonces sólo quedará un factor distinto de la 


unidad, correspondiente a бел, y 
em 


R (Xa, Ху=Ё(Хь, xt 1) p A pm, 
Si n es divisible por p, entonces quedarán dos factores distintos de la unidad, 
correspondientes a 6a y б=т. Еп este caso 


Sm _ фт 
Pn al _ 


[m 


R (Xar Xa): 


Хт) 
on, 


Ast pues, 
R(Xa, Х„)=0 si m=: 

R(X a. Xa) m pt si me np; 
ел Юй Ve demás caos 


Үл 
БЕЗ b) ыл 9—из 
b) MR. 
Ey (8- MEA бо, | "Ed e n 
831. а) ke £2; b) 3, эз=з(— 
0) 20, м=—3, Suit 
d) Ммэ--1, м--4 м, “+ iy iva. 


9 todas son imaginarias, Si Ei hay dos raíces reales y un par de raices 
inarias conjugadas 
ЗЭЭ, [=ar Ha; f nxn; 


alo 
RW, елтану; D(p=(=1) nant, 
834, [=M4px+q5 FER 
ni 
ssi “) 7 
п 


RC, пе" (oe 


к, реге [is EE. (2) aye] - 
qni A yen a Dto 


PIC лт!) 


D=) F men (а= 0чу", 

835. Sea d el máximo común divisor de m y л. Hagamos las notaciones: 
mı, a=, e es una raiz primitiva de 1 de orden п, 1 es una raiz pri 
mitiva de | de orden m. xatna? a=] (x) Entonces (х) ға 

m al 14 maya=1, Las raíces de la derivada son: E=E=»..= 


0, 
tasm cu £=0, 1, 30-41, 


z Sen] = 


Se tiene 
RO, h= (me nya n o! Bp 


eem pre ( DE eT - 
mor 19 4 
(mamas 
а (m пуче нади арч (— yet mites] 
y. por consigulente, 


(men) tmn D 
рфе-) F Сор [on ny maf aft + 
(CL mra e. 


2-9) 


A ap^? | ан (етта 


836. Los discriminantes son iguales. 
[EE 
ومو ا وک‎ == хуха — алу == (па — ха) (а — 
ща аха X == (65 — Xa) (Xr 


|a al cuadrado estas igualdades y multiplicándolas se obtiene el resultado 
1tscado. 
838. Sea f(x) as (1—1) (ла)... (к—х„}. Entonces 


D(f() (x—a)eo?^ (ах) (аха)... (asa TI ecce COME ор. 


839. Hagamos Іа notación ф(}=х-1+-х@-%-4-...--1. Entonces 
(x—1) à ()=x"— 1, de donde se deduce que 
= 


D=) ? 


x). 


an, 
Por lo tanto, 
aa 
Dg=) a 

840. Sea ф(х)==хп--ах®-1--пх"-%--...--а. Entonces ф(х)(х—1)= 

== "+14 (a— 1) х®—а. Por consiguiente, 
ala- 1 
A ntt ose (ауре 


Así, pues, 


е -i GEDH atan (аута 
D=) و تي‎ се —, 
841. Sean 
199a, (к— ху) (к— а) 
(=b (x=) (=s) ... 


Entonces 
D (fg) (apoph: T] Gi? T] im? x 
ES E 


„= 
— — 
«Щати nennt 


m E 
xII шии? [ед Ц 22 =D (f) D (P) RU, ФР. 


842. Х„т{кР"”!— D) xP"— 1. Рог consiguiente, 
D (X yn) D (xP"7! — 1) [R (xP —1,X утур == D (x — 1). 
Poniendo los valores de las cantidades conocidas, obtenem. 
4a on 


Танан” 
ГЭ eo" ки pr O, аша шш 
de Ху, Entonces ш 
А 
хте" П в-а" e. 


бел 
Para simplificar los cálculos, hallemos primero el valor absoluto del 
discriminante de X, 


wano П Toe" ©. 
y NA 5 
em (a) 
== TI [o] У 
ves 


X, (1) es distinto de 1 solamente si A es una potencia de un número 
а y 


primo. Por olra parte, р. + es distinto de 0 solamente si Ж no es divisible 
por el cuadrado de un número primo. Por consiguiente, en el último producto 
sólo hay que conservar los factores que corresponden a јр Pa «ee рь 
donde p. pa. ==>. рк Son los divisores primos distintos del número л. 

ues, 


„т 


Como todas las raíces de X, son imaginarias, el signo del discriminante es 
ска) 


igual а (—1) 


+ Definitivamente 
2 даљ 


‹ 
D(X)=(=1) * UN 
от 


844, Бузет) (+ ТҮ) 


gent (1+ mi) 


En =Ep—*"; 
Н 


Por consiguiente, 


R (Em Ey = T[ (— куга (– 1 (а ђе (0 ^ 


nan 
DENSA) 7 a. 
845. Es fácil establecer que 
(ааа) Fa (e+ Р + ED. (00 o, 


Sean хү ха, <. Xn las raíces de Fg. Entonces 


" H а(а—1)... (а—) 
nc donde (e 


Por consiguiente, 


E e 
RU. P) Te FD ест ел DAT T 
Џ T 
ant (a— 1173 (а —2) = кё 5 
T (81) 


D(F, jecur et (a-- 17* (o—2y7* ... 
С {у 


846. P, аР, з. Por lo tanto, 
В(Р„. Рп)" (Pa, Pami). 


аптап)" 


(an 4- i't uaia 


Se tiene, 
Pa xP, tinl) Ру-а==0. 
Por consiguiente, Р, (E) —(n—1) Ра-а (8), sl E es una raíz de Py... por 
lo cual 
R (Ps, Рал) = (7177? (0— 1^7! R (Pas Рал) 
IPR (Pas Prado 


Ahora es fácil establecer que 
al 
ал Ta AY. 24. 


Definitivamente 


D(P,) 1:22:32... (a na, 
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Se uo»... (203) 


TN 
x e umi un. xx) ... (а m) 
useamos el máximo de D(f) por la regla con la que se 


БОГД at гаан, аа el sistema de асо 
хЇчэ ле (n— 1) RP. 


зк 0-Х db desint 
Fácilmente se observa que 
ар DPE (х) 
ёр Po 
De este modo, se tiene: 
PDf (x)=0 рага i=l, 2, 
Por consiguiente, el, polinomio F(x) que, proporciona cl máximo del 
discriminante tiene que satisfacer a la ecuación diferencial 
ef (x) 2i (x) D x) 0, 


donde c es una constante. Dividiendo por & e identificando los coeficientes 
ie x", obtenemos que la ecuación diferencial tiene que tener la forma 
nf (x) хў О) ве" (x) 0, 


Jonde ¢’ es una constante nueva 

Identificando los coeficientes de x= y 9-4, hallamos que =й, 
D Ahora podemos determinar c'. En efecto. л(а—1) = 
=+ +... 01—203 ап (0-1) с, de donde с'= Ё%. 
y, i Cnlinsasdo le Ideniicazón de los coeficientes, hallamos que / (s) tiene 
а forma 


Подот 


EZD өөө 4 


nín—1) (0—2)(1—3) qa 
ми эл 


Facilmente se observa que 
a 
пд, (+), 
donde P, es el polinomio de Hermite, 
D(f)e Rn -n.1.2.35 


Este ез el máximo buscado del discriminante. 
853. 227 (—1)* agay [D (ЭР. 
т-а 


884. т") * артат р" 
а 
вв. РО) JT eia) 


Por consiguiente, 


DIE) 


B 
د‎ |1 RG 0) — x, ¢ (6) | . 
m 
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Es evidente que. 
. Ripoz q ()—x9— (—597- 
Por esto 


D=] Ded A Д 200722. 
la г i 


como se queris demostrar. 
° "856. (y+ 1) (9—5) (y—19)=0. 
) Solución. X —3x--4. Sea у=14-х--л?, donde x es una raíz 
ión dada. Entonces 
pr 
шаха 
Eliminando х obtenemos 


"ext exp 4d 
=r 4434 44 470440 


ly 1 1 


4 т 4 
#—9-+9у—9=0; 


0; 
d) y! — 12494 434? —49y -- 20 2 0. 
858. a) P —2y*+6y—4=0, х=— – 


A 
y) ووا درو‎ pomo, e ENEE, 


c) yp zr ut КЕ 1-88 transformación inversa no existe. 


La ecuación transiormada coincide соп la inicial. Esto significa que entre 
las raíces de la ecuación inicial existen unas raíces x, y ха que están ligadas 
por la relación жу=2—-х}. е : 

860. Sea x,— (xj). donde p(x) es una función racional de coeficientes 
racionales. Sin restringir generalidad se puede suponer que x,-—axi-4-bx, c. 
Los números axi--bx,--c, axi--bx,--c, axj--bxy-c son raices de шта 
ecuación cúbica de coeficientes racionales, una de cuyas raices coincide con la 
raiz хусах -Бхү4-с de la ecuación dada. Como la ecuación dada es irre- 
Wucible también tienen que coincidir las demás raíces. Por consiguiente, o 
ах bsg ceux, axbebx, deck, о аха ссх, af ха ссх. 
La última Igualdad es imposible, puesto que ха no puede ser raíz de una ecua 
ción cuadrática de coeficientes racionales, Así, pues, en las condiciones сог 
deradas, las raíces de ја ecuación dada están ligadas por las relaciones: 


ad + e; r 

xs axi tbx +e; 

ay ax) ьс. 
Por lo tanto, 
Y D= (a ху) (ка — ха) (а — x)= 

а ее а @—1) xs ed [asd "6 1) ха] 

es un número racional, como función simétrica de coeficientes racionales de 
Хү ха, Ху, Queda demostrada la condición necesaria. 
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Sugongamos ahora que el discriminante D es el cuadrado de un número 
racional d. Entonces 
4 FEN" 
AAA  3xp Фак, FB Ё 


AA = 


Por otra parte, 
ах аху. 


De aqui se deduce que x, y ха son funciones racionales de хү Queda 
demostrada la condición suficiente. 


БУ 347 YE? 
iq ARE, y AAA 

1 і 5 і 
9 138/2 27—078. 
882. a) € Л. dj 1702—3055; с) 3— I0 -- But — 32s; 
d) el denontinador se anula para una de las raíces de la ecuación. 


из. nid сад, + ре; Фи am) + (ampnp ent) 


mE тап 
864. Si 
ar + 
Ху 
ve 
se tiene 
хү 38 
mb 


Lou ha + (a+ 8) 
пау | (6840) paci) 


Рог otra parte, A, de donde se deduce que la relación 
=== 


ab—Py=(a+0) 
es necesaria. 
5, Sea 
аутара... pas md, (к) (кх) ... (x) 
Entonces 


а аца. 0 па до (хц) (а) A 
Multiplicado estas igualdades, obtenemos: 
а (а) (иа)... (x)= 
(agr Барт...) (a 73 page <...) 


De aquí sacamos la conclusión de que, para que se cumpla la transformación 
gx), hay que sustituir x? por y en la ecuación 


(ami ga 4..0. 
886. Resulta la ecuación buscada sustituyendo 59 por y en la ecuación 
O (ast axe, e 
O TS 
E OC pau t 


887. Existe solamente una cantidad finita de polinomios x"--a,x*-!-- 
de coeficientes enteros para los cuales los módulos de sus raices no son superi 
а |, puesto que los coeficientes de tales polinomios están acotados: 


@ 
lapa 2 ) x е, 


Sea Гап адн... ан, à, те 0, uno de tales polinomios y sean 
Ху Xe sss Xu Sus raíces. Hagamos la notación Г = (х) (x—xT) ... 
(xx). Todos los polinomios ја tienen coeficientes enteros y todas sus 
raíces no сой superiores a | en valor absoluto. Рог lo tanto, sólo hay una сапе 
tidad finita de ellas distintas. Elijamos una sucesión indelinida de números 
énteros то < mj < m, ... , tales que [am fm ims... Esto significa que 


э. 


ж 

donde (dy а... › d) es una permulación de los nümeros 1,2,... л, 
Como hay una cantidad infinita de exponentes m; y sólo һау una cantidad 
finita de permutaciones, habrá dos exponentes mj, y ту, (v una cantidad inli- 
nita) а los cuales les corresponde una misma permulación (01, а... , ал). 
Para tales exponentes se cumplen las igualdades: 


las cuales muestran que Xu хь... . X, Son raices de la unidad de orden 
төт, puesto que Ху, X, ..., X, Son distintos de cero debido a la condición 
an 0. 

^ 7888. Sea Р(х хь... , Xn) Un polinomio que cambia el signo para las 
permutaciones impares de las variables. Como Р(х. хь Xm зе: + ди) = 
T (Xa Хе... хо) 0 Р(х, хь... Xn) ез divisible рог xı— Xy. De un 
modo similar se demuestra que Р(Х, Xa -+ Xn) cs divisible por todas las 
diferencias xj. Por consiguiente, Р(х. Xm =... Xn) es divisible por 
“= [T (=x), igual al determinante de Vandermonde. Como el determinante 

КЕ 

A cambia el signo para las permutaciones impares de las variables, F es un 
polinomio simétrico. 


869. Sea (ал, Xe ... + ty) шп polinomio que no varía para las permuta- 
ciones pares de las variables. Designemos соп Qr. Xy, === + хү) el polinomio 
que se obtiene de q(xy Xs --- + Xp) mediante alguna permulación impar de- 
terminada 

Fácilmente se comprueba que, para cada permutación impar, фр se transforma 
en фу y en p. Por consiguiente, q-- no varía para todas las permutaciones, 
фр cambia el signo para las permutaciones impares. Por otra parte, 


EI Fj РА, 
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donde A es el determinante de Vandermonde. Basándose en el resultado del 
problema 868. sacamos la Conclusión de que Р, es un polinomio simétrico; 
F, también es un polínomio simétrico, puesto que no varía para todas las per- 
m de x haee 
(1-3 de polinomios simétricos em х, 
pis аи Кроа + ay + аа Т 


cp E gep rept Lely ау FEY FB 
NA Y 5-0, 


donde A es el discriminante de la ecuación dada. 
seii VA o, donde A y A 


872. из—Зрри— son los discriminantes 


de las ecuaciones dadas. 
878. Sea y ax? --bx-c la transformación de Tschirnhausen que liga а las 
ecuaciones dadas. Entonces, para cierta elección de la numeración 
ж + seda t хијена (32:24:50 43 (20430) еба аа) 
será un número racional. Por consiguiente, una de las ecuaciones 


2709" =" VAS o 


из 3рр'и — 


(problema 872) tiene una raiz racional. De aquí se deduce que V AA” es un 
número racional. Queda demostrada la condición necesaria. 
Reciprocamente, supongamos que la ecuación 


iaa c ER EY SI y ~ 


tiene una raiz racional u. 
, Fácilmente se comprueba que es discriminante de la ecuación (°) es igual a 
37 (a V W— V 80) у, por lo tanto, se diferencia de У А en un actor que 


es igual al cuadrado de un número racional. Por consiguiente, la diferencia 
u'—u" de la segunda y tercera raíces de la ecuación se diferencia de V À en un 
factor racional. 

Рага ул, Yo Ya Se tiene el sistema de ecuaciones: 


э+и+»=0. 
AY a арзи, 
- ЭР эм ¿—u =r V E. 
ET a t e Gr dm Iter 
NEUES 


n бр 


Pero (х,—х;) V Ћ se expresa racionalmente mediante ху. Quedan demostradas 
las condiciones suficientes- 

874. Las ene Xy. Xa, <, Xy Se pueden expresar linealmente mediante f, 
mena s lanio, cada polinomio en хү, Xj. +=. Xp Se puede 
expresar en баг шэн ‘polinomio en 1» [peer mes 


ЦЭЛ шилэн 


22 
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А! hacer una permutación circular de las variables хү, Xs 
mio Аена»... ón! adquiere el faclor 7+0 + + 
consiguiente, para que Р(х Xa, ..., Xa) no varíe en las permutaciones circu- 
lares de las variables, es necesario y suficiente que од +222+ ... +(1—1) t; 
sea divisible por n. 

875. Se puede tomar fı, 1ї, Nal 


876, Sean т = x, 4-38 4-32; Ma = x, + Хад хүй, donde e= 


Я 
Entonces E =, У 3 qu donde q, y Pa son ciertas funciones racionales de 


хү Xa xa de coeficientes racionales que no varían en las permutaciones circula- 
Tes de хү, ха, ха. Fácilmente se observa que toda función racional de ху, x;, xy 
que rio varia en las permutaciones circulares de las variables, se expresa racio- 
nalmente mediante fı =x, Fe + xa. Pi Y Фе 

Es suficiente demostrar esto para mani” y wi. Pero 


TS 


Ecc Y (ө). 


877. Рага n=4 
mi m Xa i 
тау хаа хе 
та іка і 
Hagamos 0,=9,Ma% [E i «i0, . 
7 1 


01, да, 0, son funciones racionales de xy. Xs, xa, ху, de coeficienles racional 
пе улива en las permutaciones circulares Fácilmente se observa que éstas, junto 
аха ха аи forman un sistema de funciones fundamentales. En efecto, 


Dih. > 9—19, . 4 Oi (0, 4- i0) 
Жу > сн тос Хийн эн 


= хүй Hose xvn 4-хүй dex. 
Ya màs 4 exu dads. 
“үд тиху брже xt xut doas, 
MAA хүд хув e. 
EUA 


que 


nate 
878. Sean 


Consideremos la función racional À = y dispongámosla según las potencias 
de e, sustituyendo 1 pore et emg; 
мере ерее. 


Los coeficientes фу, Фа, Pa Pa son números racionales. Sustituyendo e por e^, 
# y el, obtenemos: 


Цин ачр ер + eps чи 
м EL = qy а 
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Цан чнала ера ере 


eden tomar por “funciones fundamentales” f, qi, Ga» qs, Фа. En efecto, 
dan Ха, oM, Se expresan racionalmente mediante Gas. Se iene Ye 


Lu 
маг 


EUR. эг" 
ACC i 


Capitulo 7 


ALGEBRA LINEAL 


879. а) La dimensión es r—2; forman una base, por ejemplo, X y Ху 
b) ге; forman una bese, рог ejemplo, X. y di 
; forman una base, por ejemplo, Ху y X. 
880. а) La dimensión de la intersección es igual a 1; un vector de la base es 
1-4, —2, —3, —4)— Xy 4X, —3Y Үү 

1а dimensión de la suma es igual a 3; forman uma base, por ejemplo, los 
vectores Z, Xy. 

E] La вата. coincide con el primer espacio, la intersección con el segundo. 


La suma es todo el espacio tetradimensional, la intersección consta sólo 
del vector cero. 


ви. » (5. + + ak b) (1,0, —1, 0). 


AAA, 


n ATAR e نک ورک وااو‎ 
ем um дөшавцага, 
По 


вз, eh 


884. Sea a, +a, соз х--ау cose}... Fa cos x == 


=n Fb cos xb cos 2... --b, cos nx. 
Entonces 


apa 26-1 [+ $i 


teps 


ayb ц. 


1)2 x 


х-@+%)@+ю—1)@+ә—@... (k+) 
pl 
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1 4 


A 2 бање 
ur 


14885, El punto de intersección con la primera recla liene las coordenadas 
1 
Tow: усу), con la segunda, (42, 1, 7, Ц). 


886. Las rectas XetiXı Ya+0Y, están contenidas en la variedad 
ATA ЊУ 

887. Para que el problema sea resoluble para las rectas Ky 4 Xu, Ya + Ya 
es necesario y suficiente que los vectores Хо, Yo, Xy, Y, Sean linealmente depen” 
dientes. Esto equivale a que las rectas se puedan incluir en un subespacio tridi- 
mensional que contenga al origen de coordenadas. 

888. Los planos Хари .Х: е Үүл-ЦУул (Үү pueden sumergirse en 
la variedad Xo Ft (Ра IEA Хау y a ae 

889. Pueden presentarse 6 casos: 

1) los planos по Пепеп puntos comunes y no pueden incluirse en una varie- 
dad lineal felradimensiona! (os planos se cruzan absolutamente); 

2) los planos no tienen puntos comwnes, están contenidos en una variedad 
tetradimensional, pero no se sumergen en una variedad tridimensional (se cruzan 
paralelamente a una recta); 

3) los planos no tienen puntos comunes y se sumergen en una variedad 
tridimensional (los planos son paralelos); 

4) los planos tienen un punto común. En este caso sc sumergen en una 
variedad tetradimenslonal, pero no se sumergen en una variedad tridimensional; 


«еше c 
ES para 


arbitrarios cy с Entonces SLY, ЄР, T LY. € 8 pora cuolesquiera 
Y ¿Ya € P, у, por lo lanto, también 


EA Ia) T Y,€P. 
Por consiguiente, P es nn espacio lineal y Q es una variedad lineal. 
Observación. El resultado no es válido si el campo fundamental es el 
campo de residnos respecto del módulo 2. 
891. a) 9; b) 0. 


892. а) 90% b) 45% E 


885. Ут. 
896. Para л impar no hay diagonales ortogonales. Pari 
de diagonales que son ortogonales a una dada es igual a Суы. 


л==2т el número 
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897. Las coordenadas de los puntos vienen dadas por las filas de la matriz 
0 9?) 


Las coordenadas del centro son: 
1 1 1 U 
7. U' Ye» -— rmm) 
899. ( 3 1 2 1 
“(Уш Үз Ya: 78): 
900. (o панна! DI 


901. Los otros dos vectores se pueden tomar, por ejemplo, así: 


ул” -—431)y зук" 5,0,2. 


902. (I, 2, 1, 3), (10, —1, 1, —8), (19, —87, —61, 72). 


903. Por ejemplo, 
о тз 4-2 
39 —37 51 —29 5)" 


904. El sistema se Interpreta сото el problema de la averiguación de los 
vectores que son ortogonales al sistema de vectores que representan а los сой. 
cientes de las ecuaciones. El conjunto de los vectores buscados es un espacio que 
es ortogonal y complementario al espacio engendrado por tos vectores dados. El 
sistema fundamental de soluciones es una base del espacio de los vectores 
buscados. 

1 1 
805. Por ej lo, —= (1, 0, 2, —1), (1, 12, 8, 17). 
Јетріо, ys ), 7 m ) 
8, 1, -1, -2) € P, b) X'=(1,7, 3, 3) € P. 
,1,-4, LP, X=, —2, 6, 0) |Р. 


+. Am son linealmente independientes y sea 
2 T pe | у 


907, Supongamos que Аз, А 
P ei espacio engendrado por ell 
Hagamos 


Sea X=Y +Z, Y EP, Z 


Y=0A HC A+ л Беда 
Formemos шп sistema de ecuaciones para determi 
cando escalarmente la última igualdad por Ан 
cuenta que Y Aj XAj. 
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‚оң. mullipil- 
y teniendo en 


Resulta 


аА] +A bte A Aa m ХА, 


Como Ay As, ..., Am son linealmente independientes, el determinante A de 
este sistema es distinto de 0. 
Hallemos су, Са, ... , Са y pongámoslos en la expresión de Y. Obtenemos 


0 —A —A . —А„ 


Y= ХА, AA Ab... А4, 
KAn АдА Anda 43 

у 
х A ess da 


Дах АА, Aah <. АҺ 
Estas igualdades se deben entender en el sentido de que los vectores Y y Z 
son combinaciones lineales de los vectores que figuran en la primera fila con 
los coeficientes iguales о los correspondientes complementos algebraícos. 
De aquí obtenemos, finalmente, que 
0 — XA, —ХА,. 
АХ А} АА, 
уе-үүХ-2-ҮХэ-р AX AB Жэ» 


X ХА, ХА,... ХАН 
АХ ААА... АА 
AX АЈА Al... Аба]. 


D=Z(X-Y)=2X= 


AnX АА АА... AR 
908. Sea Y una vector cualquiera del espacio P, y sea X' la proyección 
Р. 


ortogonal del vector X sobre 
inlonces 
ХҮ 


XY 
e 0 T Ty pYTT ТЕТ 


а cos (X^, Y), 


de donde se deduce que cos(X, Y) afcanza el valor máximo para aquellos Y 
que cumplen la condición cos(X”, Y)=1, es decir, para У =аХ' siendo а > 0. 
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909. а) 45°; b) 90°. 
910. 3 


эп. ПУ [$= (XXH X Y) =l XA AY |+» 
> |Х—Х' 3, donde la igualdad es posible sólo para Y =X”. 


90. а) VF b) у +: 
л! 


з. =. 
(14-11 (02-2) ... 22 V2n T 
914. La distancia minima buscada es igual a la distancia minima del punto 
Xo—Y al espacio Р4-0. 
915. Supongamos que uno de los vértices está situado en el origen de coor- 
denadas y sean Ху, Xs. ... , Xy los vectores que parten del origen de coorde- 


nadas hacia los demás vértices. Fácilmente se observa que 37-41, XX =p + 
La variedad que pasa por los primeros m.+ | vérlices es el espacio LX л 
„Ха, La variedad que pasa por los demás n—m vértices es Х„+ 


+: rta Ando а (Ха-а Xn) La distancia minima buscada es 

la distancia de X, al рк Р engendrado por los vectores Xy Xs soes Xm 
n— Xney +. + Xam aca 

Supongamos que 
Ala (ld Ка Хи HY. 

donde Y | P. Formando с! producto escalar de X, con X, ..., Lo 
Xami, 28. ХаХа. раға determinar fı, <... , Таља oblenemos el 

sistema de ecuaciones: 


1 П 1 1 
Ыр fnm арба 


1 П 
qt ep 


de donde t= 
, Por consiguiente, 


yo Хал Хз +. + Md Х +... + Хи 
Е пт mi - 


1 
mnm Ep банана. 


Por lo tanto, la perpendicular común es el vector que une los centros de 
las caras elegidas. La distancia mínima es igual a la longitud de este vector 


шай E 
I= И wm: 


918. a) La proyección del veclor {t+ 2b, 44-24, 44-51, t 4-24) sobre 
el primer plano о helo 0) рог consiguiente, costo = 


20-8 24-48 t 
^ a gg dede A=. Est ióm alcanza el 
Ми A Аны" 6 Ac. Ena expresión зка 


máximo, igual a $ para ei 
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b) El ángulo formado por cualquier vector del segundo plano cór su pro- 
yección ortogonal sobre el primer plano queda invariable y es igual a 2% 

917. El cubo es el conjunto de puntos cuyas coordenadas satisfacen a las 
desigualdades <x; «у i= 1,2, 3, 4. Aquí a es la longitud del arista 
del cubo. Pasemos a ejes nuevos, tomando por vectores de coordenadas 


J 1 1 1 1 а 3. 41 П L 
(rige reri 

ЧЕ, {сл 7 213 ЭС м. 

ве (о -rm r) róm(7 7 53): 
Estos vectores son ortogonales y están normalizados, y sus direcciones coinciden 


con las direcciones de ciertas diagonales del cubo, Las coordenadas de los pun- 
tos del cubo en estos ejes satisfacen a las desigualdades 


тархиа. —a«x dx 60, 
NENA «a, —a« x —x; + «a. 
Haciendo xi =0, obtenemos la intersección considerada, Esta representa un 
cuerpo situado en el espacio engendrado por es. би e, y las coordenadas de 
sus puntos satisfacen a las desigualdades + ха ix, + ха ска, Es un octaedro 
regular, limitado por planos que cortan en los ejes segmentos de longitud а, 
Ві ВІВ, ... BBa 
в,в, Bi Вава | 
Вав, В„В, ... Bh 
Esta fórmula se establece fácilmente por inducción, teniendo en cuenta el 


resultado del problema 907. De la fórmula se deduce inmediatamente que el vo- 
lumen no depende de la numeración de los vértices y que 


V[cBy, Ву, -~ , Bal=lc]VIB, Ва, .... Bal. 
Sean ahora Ву== В, + 81. Сү. Ci, C, las proyecciones ortogonales de los 
vectores Ву, B, у Bi sobre el espacio que es el complemento octogonal de (Bg, 
^ » В). Está claro que С = С, +C}. Según la definición, 
У(8,, Ву „.. . Вај=| С EV 18s. Ba], V [Bis Bo 
1с LY MBs. ..., Bal У 18, В„..., Ba] Ва). 
Сото |С, | | С1 | + С1 |. se tiene V (Bi, Ва, -o , Bal EV [Ву Ва ses 
B,]--V|Bz. Ва, .... Ва) El signo de igualdad es posible solamente sí C; y 
С; son colineales y llevan igual dirección, lo cual, a su vez, se cumple cuando, 
y sólo cuando, В;, в, están situados en el espacio engendrado por Bj, Ba, ... , Ва 
y los coeficientes de B, en las expresiones de Ву, В; mediante By, Ва, ... , Bm 
tienen signos iguales, es decir, 8;, в; están situados “hacia un mismo lado" 
del espacio (Bs, ... , Ba) en el espacio (By. В„... 
Bi BIB, .. 


918. V: [Bu Ву, + 


919, V: [By Ba. .. 
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donde B ss la matriz cuyas columnas están formadas por las coordenadas de los 
vectores Ву, Bas ... 
o. De 750878 inmediatamente además las siguientes dos 
propiedades del volumen: 

4) V[By-EX. Ва... 18, B. 
ага гра X E in T1 


i FIT 
By] «| Bi V (Ba, А 
[ME UE Cans de que la “altura”, o sea, la longitud de la compo- 
menle del vector B, que es ortogonal а (Be .... Ва), no es mayor que la 
longitud del mismo vector B. 

AA је dos leeis de des secans 
A pongamos que ya se ha demostrado ia 
‚ Cal] JEn ..., Bal. Designemos con 8; la compo: 
mente del vector B, que es ortogenal а (By. .... Bm), y con Cj, stu proyección 
sobre P. Como B—B,E(Bw .... Bm) sacamos la conclusión de que 

Cj—C€(Cs. ..., Cm) у, por consigulente, se tiene 


VIC Са, ..., Си [Cs Са... Cm] [Ci | V [Ca +++ + Cal 


Pero, evidentemente, |С, «|811 y, рог la hipótesis de inducción, V {Cs ... 
59 Cal <Y [Ba Bal. Por lo tanto, 
үс, Су. 1« Bi |-V {Bs .... Вај= УВ, Bo By]. 


Ya puede emplearse el método de inducción, puesto que para los poralelepipcdos 
wnidimenslonales el teorema es evidente. 
P21. De 13 fuis para el ciui del care del volumen e deduce que 
VIA» e Am Ви se Bal=V [Ay хон And: У [Bu =... Ba), si сада veclor 
à es sir dii det в, En а эю eneral, sustituimos los vectores 
^. Be por sus poseen с те el espacio que es el comple: 
menio ortogonal de (A, - x Vitel ы fede Шарон даж 
ente, амаар ээний Вы, de donde 


Vili. vd Amo Bp ien вй ҮА, +з Am Су гн Сан 
=V (Ags 0001 Аду (Су гн Cab V [An see А„]-У(В„..., Ви]. 


El contenido de este problema coincide соп el contenido del problema 518. 

ЛЫН Se deduce inmediatamente de la desigualdad УГА,, ..., Aj] <| A: |X 

XV lAn > 
de volumen. 

El contenido de este problema coincide con el del problema 519. 

923. La transformación homotética de un cuerpo en el espacio n-dimensional 
da lugar a una variación del volumen que es proporcional a ја n-ésima potencia 
ае coeficiente de homolecia, Para un paralelepipedo esto se deduce inmediata. 
mente de ја fórmula del volumen, y para cualquier otro cuerpo, el volumen es el 
Imite de la suma de los volúmenes telepípedos. Por lo anto, el volumen 

У, (R) de una esfera n-dimensional de radio R es igual a У, (1) R”. 

Para calcular V(I), dividimos la esfera mediante un sistema de "planos" 
(n— Y)-dimensionales paralelos y aplicamos el principio de Cavalieri. 

Sea x la dislancia del “plano” secante al centro. La sección es uma eslera 
(n—1)-dimensional de radio У 152, 

Por consiguiente, 


), puesto que los puntos 


‚ An]. la cual, a su vez, se deduce inmediatamente de la definición 


: А 
Уа | Vus (V TER) det (1) je 
è 
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ад 
уаш) a ЕТЕ 
: 


De aquí se deduce que 
E 


EC) > 


924, Forman una base los polinomios |, х, 


x^. El cuadrado del volumen 
del paralelepipedo отин es Igual a 


; m3, X= (1, 
=-2, Х,=с(4, —5); 

= M=—ai, Xy=c(l, —0; 

9) 2 Xie (1, 1, 0, D)+ea(1, 0, 1, 08:30, 0, 0.1) 
A-—2, же 

о =, X= 2 1, Otea 0, D 

) =l, X=c(l, |, — 

дме! Х=ац(, 0, +e, 

1) 24-80, Хү=с(3, 
Xy acc (342 Y^ 

i) M=1, Ху==с(3, —6, 20); M= —2, Хас (0, 0, 1); 

D hol; Xe, 1, D; Зале, Xame (342e, 24-3, 3400); 

¿=0(3428%, 24-36, 3431), 


a, 


1, Хае(ћ о, —1); 


i-i 


920. Los números característicos de A! son reciprocos a los números carac» 
derísticos de A. En electo, de |А-1—Е|==0 se deduce que |£—24]=0, 


Los números característicos de la a matriz А* son Iguales а los cuadrados 
de los números característicos de A. En 


efecto, sea 
АЕ IMM (4-9) ... (M. 
ТА+АЕ j= (MHA) (4А)... (а. 
Multiplicando estas igualdades y sustituyendo A* por 2, oblenemos 
Гале |= (853) (32) ... (4-2. 


Entonces. 


928. Los números característicos de Ат son iguales а las т-ёзйтаз potencias 
de los números característicos de A. 
Para cerciorarse de esto, lo más fácil es sustituir en la igualdad 


ТАЛЕ |= 0—2) aà) ... (4-4) 
у Aen=1, donde 
ecos 25 +i sen 22, 
п " 


A por Эв, Аел, . 


multiplicar las igualdades y sustituir 2% por A. 
929, [ (Aj 


|) =, (A +. (А—БаЕ), por consiguiente, 
IHA) | = | А—БЕ | ... ТАЕ ¡=08F (ву) --- Ра). 
930, Sea 
y ЕО) A-AE|— (04 A) 04—3) ... (MM 
B Foot (E) (x78) ... (х--55)- 
nlonces 


а т 
а= TT TT 067—509 1 ғо)... FO). 


pr 
931. Hagamos 
В (x) f (5-3, 
y apliquemos el resultado del „05 [Ду ы 
Obtenemos 


(HA) AE I=0 04) 9 U OI + (А), 


de gd se deduce que los números característicos de la matriz / (А) son | (Ay), 
я 
9; 


а X un vector propio de la matriz A, correspondient 8 
опна А" propi atri pondiente al número 
Entonces 


Mulliplicando estas igualdades vectoriales, por coeficientes arbitrarios y sumándo- 
las, obtenemos para cualquier polinomio } que 


HAX=HMX, 
es decir, X es un vector propio de / (А), correspondiente al número característico 
Lore y —n, de órdenes de тийн 
plicidad ар y M respectivamente. Por consiguiente, los números caracte- 
rísticos de А son-- VR, —V 8. --Y ni y —V ni. Designemos sus órdenes de 
multiplicidad mediante а, b, с, 4. Entonces apts PL, c+d= > La 
suma de los múmeros característicos de la matriz es igual a Ја suma de los ele- 
mentos de la diagonal principal. 
Por lo tanto, 


а-6 (0d) л=1+е®+е*+...+-#%=!”, 
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El módulo del segundo miembro de esta igualdad es igual a VA (problema 126). 
Por consiguiente, 
(8--08--(с-48--1, 


Como los números c—d y с4-4 son de igual paridad, sacamos la conclusión de 
que 


a—b=0, c—d- 1, и. es impar, 


a—b— +1, c—d—0, si es par. 


ЕЈ 
Por lo tanto, si л--14-48 

c=d=k; a=k+1, b=k ó a=k, b—R-4-1, si n=3+4 
+l; с=й+1, ó c=k, dj. 

De este modo, los números característicos quedan determinados salvo el signo. 
Para determinar el signo, empleamos el hecho de que el producto de los números 
característicos es igual al determinante de la matriz. Mediunte cl resultado del 
problema 299, obtenemos fácilmente que si n—1--4k 


a=k+l, b=k, 
e=k+l, d=k, 
Por lo tanto, los números característicos queden completamente determinados. 
A е 0 ETE 
Ie pe 4а VR si nd 9, 


si n=3-44k 


925. а) Hagamos a. Entonces 


28х 
donde вне соз Ê j-i sen 28, 


b) May ast ast] <. + ај 


9) aesti ео, ‚выл, 2, . 


"x 
936. 


сув 
pw] ) 


ахв-агын( к E _ 
annb — MEn 


mB плав E 
de donde, en virtud del resultado del problema 537, se deduce que 
| AXB—AEs, =] (831, 


donde 
$G)—| Ax— AE, | TT. а). 


En virtud del resultado del probiema 930, 
m зон 
1в(83-11 9:09-11 II 8». 


ын тп 
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Рог lo tanto, los números característicos de АХВ son afe, donde a son los 
números característicos de A y Ву son los números característicos de B. 
937. Si А es una matriz no singular, se tiene 


|BAAE|=| A7 (АВ—Е) А |-=| A7 | АВ—ЋЕ | А j=] ABAE | 


Para librarse de la suposición de que А sea no singular, hay que pasar a 
limites o aplicar el teorema de la identidad de los polinomios de varias variables. 
También se pueden calcular directamente los coeficientes de los polinomios 


1АВ—\Е| y | BA—AE |, 


empleando para ello el teorema del producto de las matrices rectangulares, 
y convencerse luego de su igualdad. 

938. Completemos las matrices A y B hasta que resulten unas matrices 
cuadradas A’ y B’ de orden n, añadiendo a А n—m filas y a В n—m columnas 
formadas por ceros. Entonces ВА =8°А', y A'B' se obtiene de AB orlando con 
ceros, La aplicación del resultado del problema precedente da lo que se quería 

lemostrar. 

"Las soluciones de los problemas 939, 940, 941 mo son unívocas. Las res- 
puestas expuestas a continuación corresponden a una transformación que se des- 
vía lo menos posible de una “triangular”, 


939. а) Х 432430. b) хаф, 
PEDEM xm 
X Xi Ds xx Pts 
у= ^ 


9 хах р, 


—а+»—щ, 


де nS X 


ки a= ett 


m х 


1 eyes на: + „а. 


Las variables хү, x}, ..., xh se expresan linealmente mediante хү х... 
эз ža соп la matriz 


941. (анана ЕЕ m 


МИНИ a. 


942. La matriz de una forma cuadrática positiva es igual a ЯА, donde А 
es una matriz real no singular, la cual realiza el paso de la suma de cuadrados 
a la forma dada. 

Del resultado del problema 510 se deduce que los menores son positivos. 

‚ 943. Sea 
Гоа Чакра 


ашхаду алада, 


una forma cuadrática. Hagamos las notaciones 
+ ахь 


оп... а 


. 7 es el rango de la forma f. 


“Эми 
Supongamos que 
вий чамд ttanta 


donde 
x, mà балын ++ bua 
= nde hats 
Бае л 


Come el determinante de la transformación triangular es igual a 1, Dj = 
== Да = Cı. ..,. Haciendo 


akc m=, 
obtenemos 


"mart" ок ова, 
је епа debat + 
з= و2‎ +... baa 


= EN 
De aquí se deduce que Дрг=ауаа.. ад y que la condición necesaria para que 
sea posible la transformación triangular a la forma diagonal, es 


Bi #0, MAO 23 8, #0. 
Fácilmente se comprueba que esta condición es suficiente. 
Por ога parte, a si fr, a =0s f >r. 
El discriminante de la forma 
Tg Ge хун == tias 


88 Igual а ahtaassa an= FE 


donde 


944. Еп el problema 942 se demostró que las condiciones de Sylvester son 
necesarias, Del resultado del problema 943 se deduce que son suficientes. 

945. Sea | una forma lineal en las variables xi, ха, .... Xp» Transformemos 
la forma | mediante una transformación con determinante igual a 1, tomando 
la forma | por la última de las muevas variables. Hagamos después una trans- 
formación triangular de la forma / а la forma canónica. Esta toma la forma 


[o agii! Hant ои 


jnante de la forma f es igual tide 

le de la forma f +i es igual а бү. "rp (1-1). Este es 
mayor que el discriminante de la forma /, puesto que lodos los coeficientes ад. 
би sss Ont Фи SON positivos. 


946. (х1, Xs ++ Ха) 
жаца + 2ацхүллн «ed Dass фа 
Aa e 
- +% E 
a (аа а 9) +, 


donde 
— | 3 Jat а 
ан (te Раш n): 
р, 
La forma f, es positiva y su discriminante es igual а z d donde D, es el dis- 


D, 
criminante de |. Basándose en el resultado del problema 945, D z» 22, como se 
u 


queria demostrar. 
947. Se demuestra del mismo modo que la ley de inercia. 
948. Examinemos las formas lineales 


Пуми b gg ho шал Т), k=l, 2, ..., л, 


donde xy, X. ..., Xn оп las raices de la ecuación dada. 

МА raices iguales les corresponderán formas iguales, a raices distintas, for- 
mas linealmente independientes, a raices reales, formas reales, a raíces Imagina- 
rias conjugadas, formes imaginarias conjugadas. 

Las partes real e imaginaria de la lorma compleja (4=, + н! son lineal 


mente independientes entre sí y con todas las formas que corresponden a raíces 


distintas de xy y xi. 
Examinemos la forma cuadrática 


Fur. $ (их Њим 1). 
E 


El rango de esta forma es igual al número de raíces distintas de la ecuación 
dada. La matriz de sus coeficientes es 


h 55 
Sua Sa + 


La suma de los cuadrados de las formas lineales complejas conjugadas 
la=M + it y lk Ming es igual а 222—210, Por consiguiente, el número 
dE cudarados negativos en Cualquier representación canónica de la forma | (se- 
gún la ley de inercia) es igual al número de pares distintos de raices imagina- 
Tias conjugadas de la ecuación dada. 
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«+ Uy) 


949. Se deduce de los resultados de los problemas 948, 944. 


950. Es evidente que la operación (f, 


) es distributiva. Por esto, es sufi- 


ciente efectuar la demostración para los cuadrados de las formas lineales. 


Sean 


Ф 
Fácilmente se observa que entonces 
AMA + + 


951. а) 4524-52-22, 


узр—р+ыр, 


©) 724422, 


4) Vox ава, 


€) Txa E22 +x, 


D 20-52 6, 


+, 
Box. 


Fanboy)? > 0. 
ا‎ 


CRAS. 
gatya» 
ار 3 اق‎ 

ЛЕК 


E 1.8 
GA GI 


2822 
эргэж Эд эь 
међи 


2 
$e Hs 


xn ue 
S npe r, 
ge-iue beris 
пета њ- ва, 
Кен д M AN 
25 дэлэн 
dU CN 


q? € х A 


2 
nta 


П 2 2 
yatay 


x 
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PLE 


1) ху+5хр—х;, 


р хар, 


DIRA, 


M xa FPL, 


1) xx 0 30, xp 


m EC 
(GALA 


к.А 1 1 1 
x= y add 
1 \ \ 1 
пара yt. 
ай \ 1 1 
цэг цан шог Жый ы 


ЖЭ ا‎ 
FA 


VB YA E 
x= уз YR. ER же 
Ин 
x= 12 Pi E ха 
5-2, mA х 
РАСЛА И 


РЕМИ И РИМ 


x=} mt eat ba xe 


E 


n+ 


E edes 


1 Ц 1 
PA A tz 
ш) xf — 4-74 —3x 


" хэрэгт AA 
E 
Эг” санч n+} a xo xu 
ie ai + к-ў 
мера фра өрк 
exi) 


donde 
== (idee а FD: 


x ap eir ees apta, i2 


donde (dj, is «<<: а) es cualquier sistema fundamental y ortonormal de 
soluciones de 18 ecuación 
atatt. 


053, 50 cos ат a? cos E ei зүр. 


054. Si todos Jos números característicos de lo matriz A están situados, en 
el segmento [а b). entonces todos los números característicos de la matriz 
ativos para X > b y son positivos para A < a, Por consiguiente. 
Hoc E A y es positiva para 
2 < а. Recíprocamente, si la forma cuadrática (4-3) XX ез negativa para 
ХБ b у ез positiva para A < а, entonces todos los números característicos de la 
matriz А—АЁ son positivos para À < a y son negativos para A > b. 
Por lo tanto, todos los SOS carecteriticos de a Il A ейп com- 
prendidos en el segmento [a, b]. 
955, Para cualquier veclor X subsisten las desigualdades 


аХ.Х<&АХ.Х«‹Х-Х, &Х.Х<ВХ.Х<даХ-Х, 
de donde (a-+5) X-X < (A+B) X-X < (c-.-d) X-X. Por consiguiente, todos los 
números característicos de la matriz A+B están comprendidos en el segmento 
late, b+d]. 
958. a) Es consecuencia del resultado del problema 937. 
b) | AX = АХ. АХ =X. AAX <| X |] АДЕ. 


Se verifica el signo de igualdad рага el vector propio de la matriz АА 
que pertenece al попео caracteitico [LA Ip 

e) (А--В)Х | & | AX | BX e | All+1 BII X | para cualquier vector X. 
Mas, para cierto vector X, 


1(4+В) Ху(--(14--81)-1Х, 


Por lo tanto, 
jJ A-- Bii An 81 
d) | ABX | ПАД BX ПАЙ ВХ. 
Aplicando esta desigualdad al vector Xy. para el cual 
IAB || Xo =| ABX, |. 


obtenemos 
ABI «An 1B I. 


€) Sea %=p-+qi un número característico de la matriz А, y sea X=Y +12 
su vector propio correspondiente. 


Entonces 
AY =pY —q2, AZ=qY +92, 
de donde 
(рУ —92 < | A lY P 
ду +2 |: 141 12]. 
Sumando estas desigualdades, obtenemos 
(АНУ Bal Zim (024-9) YI Z P) «ll А (Y PHZ 
у, por consiguiente, 
<А 
957. Sea A una malriz real no singular; entonces AAK o Pe 
una forma cuadrática positiva, la cual puede reducirse a la forma canónica me- 
diante una transformación de las variables con una matriz triangular B que 
tenga los elementos diagonales positivos. Por lo tanto, ДА = ВВ, de donde se 
deduce que AB: es decir, AB-1=P es una matriz ortogonal. De 
aquí que A= РВ. La unicidad se deduce de la unicidad de la translormación 
triangular de la forma cuadrática a la forma canónica. 
958. ДА es una matriz simétrica con los números característicos positivos 


|» 


"Бог consiguiente, 
ЗА-РЭ. Р. 


Construyamos la matriz 


Вер“ 


| ма) 
donde ру es el valor агт со de la raíz cuadrada de À;. Evidentemente, В es 
de muevo una matriz simétrica con los números característicos positivos y 


B2= ДА. De aquí se deduce que AB-!—Q es una matriz ortogonal, A=QB. 
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939. Después de trasladar el origen de coordenadas a! centro de la superficie, 
ésta tiene que contener junto con el punto X también el punto —X у, por 
consiguiente, la ecuación по tiene que contener las primeras potencias de las 
coordenadas, variables. Después de efectuar un traslado paralelo de los ejes 
X= X,+ X', donde X, ез el vector de traslación, la ecuación de la superficie 
se transforma en 


АХ ХР (AX, +B) X! - AX yo X op 2BX +0 =0. 


Por esta razón, para la existencia de centro es necesario y suficiente que la 
ecuación АХ, sca resoluble respecto del vector Xp, para lo cual, a su 
vez, es necesario y suficiente que el rango de la matriz А sea igual al rango de 
la matriz (A, B) 

960. Después de trasladar el orígen de coordenadas al centro, la ecuación de 
la superficie adquiere la forma 


AX-X4+y=0. 


Si r es el rango de la matriz А y са, а, son los números característi- 
cos distintos de 0, entonces, después de una transformación ortogonal adecuada 
de las coordenadas, Іа ecuación toma la forma canónica 


бил 1 ap y=0, 
961. La superficie carece de centro sí el rango de (А, B) es mayor que el 
rango de A, lo cual es posible solamente si r=rango А < n Designemos con А 


{ойо el espacio, con P el espacio AR, con Q el complemento ortogonal de P. 
Entonces, para cualquier Y € Q tendremos AY =0, puesto que 


LAY P= AY «AY =Y- AAY =0, 


B=B1+B. ВЕР, В,Є0. 


Entonces В, 220, pues en caso contrario B perleneceria a P y el rango de (A, B) 
sería igual à 7, Sea В, = AX. Después del traslado X=Xy-+X' la ecuación de 
la superficie se transiórma a la forma 


AX’ -X'4-2BX' 4- € =0. 
Hagamos una traslación más X'=aB, +X". Entonces 
АХ'-Х' =at AB: B, +20AB,-X* 4-AX"-X* = AX" X", 
puesto que AB¿=0, у, por lo tanto, la ecuación se transforma a la forma 
АХ"-Х"-+-2В,Х”-+-2а | By [607 0. 


ya que AAYEP. Sea 


Tomemos 


218, 
Entonces la ecuación se convierte en 
AX" X* -28,X*—0, 

Hagamos ahora una transformación ortogonal de las coordenadas, tomando 
por base del espacio los vectores unitarios propios, ortogonales dos a dos. de la 
matriz A, incluyendo el vector unitario que es colineal al vector 8, y lleva la 
"dirección opuesta. Esto se puede hacer, puesto que B, es un vector propio de А. 
En osta base la ecuación toma la forma 


AE HA Bar p 0, 
donde B,—| 8, |. No queda más que dividir por fl. 
982. En uns tanslormación lineal de та}. A al espacio se. transforma en 
el subespacio engendrado por los vectores A, Ae: +., An. cuyas coordenadas 


эт 


forman las columnas de la matriz A. De aqui se deduce inmediatamente el re- 
sultado pedido. 
983. Sea е, бы . 


‚ £q una base de Q. Entonces Q' es un espacio engen- 
drado por los vectores 


y у donde ёр е}, ... e, son las imágenes de 
er, би sss ёр еп la transformación lineal realizada. Por lo tanto, д7 <<4. Ade: 
més, evidentemente, @' «рг, puesto que Q' está contenido en К”. Sea ahora P 
el espacio complementario а Q, de dimensión p=n—q, y sea Р” su imagen en 
Ja transformación lineal. Su dimensión р” no es superior a n—q. Pero P'-- Q^— А" 
por consiguiente, р”--0 2 7. De aquí que 


ger p arg ne 


964. Supongamos, que el tango de А es igual a л y el de B, igual a ry Sea 
BR. La dimensión de Q es igual а ra. Entonces р, que es, igual al rango 
de AB. es la dimensión de ABR= AQ. En virtud del resultado del problema 
anterior, pra п <p e min (лу, ra). 

965. La realización doble de la operación de proyección ез equivalente a una 
realización simple. En efecto, al proyectar la primera vez, lodos Jos vectores del 
espacio R se transportan a vectores del subespacio P, los cuales, al proyectar la 
segunda vez, permanecen invariables. Por consiguiente, А2 = A. Reciprocamente, 
sea А+= A, Designemos con P. el conjunto de lodos los vectores Ves 4X co Q. 
el conjunto de los vectores Z ales que А2--0, Бай claro que Ру Q son espacios 
lineales. Su intersección es el vector cero, puesto que sí AX=Z, se tiene 
AX == AZ 0. Por otra parte, para cualquier vector X se verifica la des- 
composición X = AX 4- (E— A) X. Es obvio que (E— A) X € ©, pues A (E— A) X= 
—(A— At) X =0. Por esto, P+Q es todo el espacio, es decir, P y Q son sub- 
espacios complementarios entre sí. La operación AX es el paso del vector X a 
su componente en P, es decir, es la operación de proyectar sobre P paralelamente а Q. 

966. Sea Р.| Q. Elijamos una base ortonormal de todo el espacio, reuniendo 
las bases ortonormales de P у Q. En esta base la matriz de la proyección tendrá 
la forma diagonal 


9, 

En cualquier otra base orlonormal la matriz de proyección es igual a 
A=B"14'B, donde B es una matriz ortogonal. Es evidente que А es simétrica, 

Reciprocamente, si А es una matriz simétrica y А? = A, los espacios P= AR 
y $25 34V. son ortogonales, puesto que АХ (E— 4) Y -X-A(E— А)У = 
= 967. Sea A una matriz hemisimétrica. Fácilmente se ve que AX-X=0 para 
cualquier vector real X, pues 

AX.X = X AX =X (— АХ) - —AX-X. 

Sea A=a-+ Pi un número caracteristico de la matriz А y U=X+Yi el 

vector propio correspondiente. Entonces 


AX-aX—BY, AY=PX+aV. 


1Y D3—AX-X-- AY У =0 4 a= 0, También se. 
de donde X-Y =0 si B + 0; finalmente, dela 
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igualdad B (| X --| D) AY. Х--АХ.Ү =AY-X—X:AY=0 se deduce que 
IXe |. 
968. Sea 


una matriz hemisimélrica. Si lodos sus números característicos son iguales а cero, 
entonces А=0. En efecto, la suma de los productos de lodos los números ca- 
racterísticos, tomados dos a dos, es igual a la suma de todos los menores prin- 
cipales de segundo orden Y! af. y la igualdad a cero de esta suma implica que 


ajy -=0 para cualesquiera f, k, es decir, A=0. 

Supigamos que A tiene un número caracteristica distinto de ero, A, mayl, 
Normalicemos las partes real e imaginaria de su vector propio correspondiente, 
Como sus longitudes son iguales, el factor normalizador será el mismo, y para 
los vectores obtenidos se cumpien las igualdades 

AX-——aY; AY =a. 


Formemos una matriz ortogonal, colocando en sus primeras dos columnas 
los vectores X e Y. Entonces 


0 a 
-n 0 

РЭАР-| 0 o 
tg 


Como la matriz P=2AP es hemisimétrica, todos los elementos no indicados 
de las dos primeras filas son iguales a cero y la matriz formada por ios elemen- 
tos de la 3%, 4%, ,.., n^ filas y 3°, ла columnas, es hemisimétrica. 
Aplicando а ella los mismos razonamienios, elegimos uma "malla" más 
(8, 08), Continuamos el proceso hasta que en el ángulo inferior de Ja izquier 
da quede una matriz cuyos nümeros característicos sean todos iguales a cero. 
Pero todos los elementos de tal matriz son iguales a cero. El problema queda 


resuelto. 
969. Sea 


Ва (E— A) (E-- A)7*. 


B-(EA)-NE—A)- (Е— А)-! (E4- A) e BA. 
También se tiene 
ВАЕ (Е A) (Ed A)71 +(Е A) (E4- 4) 1 (E4 4) 
y, por consiguiente, 


Entonces 


1B4E1%0. 
Recíprocamente, si 
B-B- y |В+Е|50, 
se puede tomar por А la matriz (E+ B)? (E— B). Fácilmente se observa que A 
es una matriz hemisimétrica. “n 
а A una matriz ortogonal. Entónces 


AX-AY=X HAY = X-Y 
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para cualesquiera vectores reales X e Y. Supongamos que 
Ama 

es un número característico de la matriz А y que 
U=X+Yi 

es su vector propio correspondiente. Entonces 


AX=ax—PY, AY—aY--BX, 
de donde 


ТРЕХ АХ Ахаз X PHP |Y гађа, 
IY Eo Y-Y иду AV =00 |Y HPX P-20fX- Y. 
Sumando estas igualdades, obtenemos а? + Bi 
971. Para Ê = 0, de las últimas igualdades del problema anterior obtenemos 
BUXPIY га. =. 
Рог otra parte, 
XY = AX-AY =(00 89) X-Y Hap Х PI Y р), 


de donde 
all X P—]Y f)—28X-Y —0. 
Por consigulente, 
ХХ poo. 

972. 1. Sea A=a+ Pi = cos pi sen q un número característico imaginario 
de la matriz. Formemos uns matriz ortogonal А, cuyas primeras dos columnas 
formen las partes real e imaginaria del vector propio perteneciente a A. Entonces 

cose sene <| 
n cos 
азийн 0: 


Como la matriz 0-3А0 es ortogonal, la suma de los cuadrados de los ele 
mentos de cada fila es igual a | y, por lo tanto, todos los elementos по indi- 
cados de las dos primeras filas son iguales a 0. 

2. Sea À— +1 un número caracteristico real de la matriz A y sea X el 
vector propio normalizado perteneciente à A. 

" Formemos una matriz ortogonal, cuya primera columna sea el vector X. 
'ntonces 


Todos los elementos no indicados de la primer: 
que la suma de los cnadrados de los elementos de c 
nal Q-14Q son iguales a la unidad. 

plicando los razonamientos expuestos a las matrices ortogonales que quedan 
en el ángulo inferior de la izquierda, obtenemos.el resultado pedido. 


10 -20 —3 0 0 
m.» (02 0); 26117 » (011), 
0 0 1 001 001, 
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son iguales а 0, puesto 
fila de la matriz oriego- 


e 


— 0 0 21 аг” 
o( 0-1 1): 9 221), 9 (o 
0 0—L оо 2. 


SLT 


0 
0 
00 
200 -41 10 — 0 0 
о (020): » (o = 0) ДЕШ 
0 0 0, о 00, 000 
/01 uu 10 0 
1017 » (011): ђ (e: D 
oo 001 0 0 —i 
з 0 0 200 010 
п) (0 —2 o): 5) (ооо); 9 (боо). 
ГЕ 000 0 0 0/ 
о 
1 pa e 
өк spera s Р 
0 9! “уа 
donde ex cos 21.41 sen 22. 
ма 
ха 
975. El "bloque" + +, | по puede ser periódico. 


"e 

A 

Observación. El resultado no es válido en un campo de característica 
distinta de O. Por ejemplo, en el campo de característica 2 se tiene 


1 0 
EE 

976. Sea А la matriz dada y B—C-!AC su reducción a la forma canónica 
de Jordan. La matriz canónica B es de forma triangular y sus elementos diago- 
nales son iguales а los números característicos de la matriz A; además, cada uno 
de ellos se repite tantas veces cual sea su orden de multiplicidad en la ecuación 
característica. También se tiene, Bj = (Са) -"АнСт (problema 581). Por consi- 
guiente, los polinomios característicos de las matrices Am y Bm coinciden, Рага 
una numeración adecuada de las combinaciones la matriz Bm tiene la forma tti 
angular y, por consiguiente, sus números caracleristicos son iguales а los elemen- 
los diagonales. Estos, a su vez, son iguales a todos los productos posibles de los 
números característicos de la matriz A, tomados m a m. 

977, Evidentemente, las matrices A—AE y АЛЕ tienen iguales divisores 
elementales. Por consiguiente, A y А se transforman a una misma matriz canó- 
nica y, por lo tanto, se lransíorman una en la otra. 

978. Si A=CD, donde C, D son matrices simétricas y la matriz С es no 
singular, entonces A= РС y, por consiguiente, A=C=1AC. Por lo tanto, se debe 
buscar la matriz C entre las que transíorman А en А. 
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Sea A=5BS”!, donde B es la matriz canónica: 


‚ donde B= 


Ba Эр 


ну 


\ "n. 

Por lo lanto, Ae S-1-18H8—8-1H-1$-14SH$— C-14C, donde С= 5/15, 
Evidentemente, la matriz C es simétrica. Hagamos О = C-14. Entonces D= AC 
= C-1ACC-1 =D. Por consiguiente, la matriz D también es simétrica у A=CD. 

98. Sea | AAE у ed ойл Evidentemente, 
py=SpA=c,. Supongamos que ya se lemostrado que pj =e, рата с 
Ж ы ы y douces que руте. Зай la pm ин 
— pi ARI pA“. — pa ¡A AE mc ARCA ead. Por 
consiguiente, 
SpA, = kp, m SpA! — су$рА*-1— ... — 0p- Sp A= Sg— CS; — +++ = Сабо 


donde Sj, Sy, <. Sa son las sumas de potencias de los números característicos 
de la matriz A. Peto, según las fórmulas de Newton, Sa—tiSa-i—... — 
—ск-а$у Кеј Por lo (anto, 


рк= ср. 


En virtud de la relación de Hamilton-Cayley, se tiene В„=Ал—сАн-1—... 
био ла = са =0. Finalmente, 


АВ„-у= Ал= „Е, 


de donde 
B, aeu Ant. 
980. Sea 
(ЖЭТ 
culta 9 


бак баа 


Consideremos la matriz diagonal 


X= 


o 


cuyos elementos diagonales son arbitrarios, pero distintos dos a dos. Tomemos 


bn Фа e би 
y=[ a bu Ban 


со 


Entonces => 
ооо 
хүүх bula) ^ 0 ЯЛ) 


Ми (и —) бр (54) 


[2 


У, por consiguiente, es suficiente tomar bj yi para j£ k. Empleando el 


método de inducción matemática, demostremos allora que (ода matriz cuya hue- 

Ma sea igual a cero, es semejante a una matriz cuyos elementos diagonales son 
lodos iguales a cero. Como 5рС--0, C # ШС para ps0 y, por consiguiente,. 
existe ш vector U tal que CU y U son linealmente independientes. Incluyendo 
en la base los vectores Ú y CU, obtenemos que С es semejante a la motriz 


р Via Та +. 


Evidentemente, Sp Г==5р. 
Por consiguiente, Bi Ti hipótesis de inducción, Г«==$-3Г'$, donde T” es 
una matriz con los elementos diagonales nulos. Entonces la matriz 


elos) e 5) (о sns) 


tiene todos los elementos diagonales iguales a cero, 


En 1971 la Editorial MIR publicará: 


1. M. VINOGRADOV 


“FUNDAMENTOS DE LA TEORIA DE LOS NUMEROS” 


El manual del académico Iván Vinográdov expone los fundamentos de la 
teoria de los números. En esta obra el autor no trata de abarcar todos los problemas 
de la teoria clásica de los números, simo que orienta al estudiante a dominar 
la asignatura de un modo creador 

El fundador de una escuela soviética de matemáticas Iván Vinogradov 
cumple esa tarea de una manera briliante, atrayendo la atención del lector 
a los problemas más palpitantes, más interesantes desde el punto de vista de la 
matemática moderna. 

El libro se divide en dos partes. La primera expone: teoria de divisibilidad, 
funciones más importantes que aparecen en la teoria de los números, congruenclas, 
congruencias con una incógnita, congruencias de segundo grado, raices primitivas 
с indices, y contribuye al mejor entendimiento del malerial teórico. La segunda 
parte, “Problemas” ayudará al estudiante a resolver por si mismo diversos 
problemas no examinados en este manual. — , 

Los ejercicios numéricos tienen respuestas y se dan las resoluciones más 
o menos detalladas de los problemas. 

Este fibro, a pesar de ser un manua! para las universidades, abre nuevos 
horizontes en la teoría de los números y da la posibilidad de pasar al estudio 
de temas aún no resueltos en matemáticas, los cuales esperan todavía а sus 
investigadores, 


A. KOLMOGOROV, S. FOMIN 


ELEMENTOS DE LA TEORIA DE FUNCIONES 
Y DEL ANALISIS FUNCIONAL 


A finales de la década del 40 en el programa de ia Facullad de Mecánicas 
y Matemáticos de la Universidad de Moscú fue incluido el curso de Análisis-111 
que contenía elementos de ia teoría de conjuntos y de la teoría de funciones, 
ecuaciones integrales y nociones del análisis funcional. 

El académico Andrei Kolmogórov, gran matemático soviético jue el iniciador 
de este curso, Más tarde este curso estuvo a cargo de otros científicos y, en 
particular, del profesor Serguei Fomin, Doctor en ciencias Fisico-Matemáticas, 

A base de este curso Andrei Kolmogórov y Serguei Fomín escribieron el 
libro “Elementos de la teoria de funciones y del análisis funcional", compuesto 
de dos fasciculos que salieron en la Unión Soviética en 1954 y 1960 respectiva- 
mente y después fueron traducidos en el extranjero. Este Jibro, escrito como un 
manual para los estudiantes de 125 facultados de matemáticas y mecánicas y de 
las facultades lisico-malemáticas de las Universidades de la URSS, se convirtió, 
sin embargo, en el libro de cabecera no sólo de los estudiantes, sino de los 
aspirantes, matemáticos e ingenieros de las más diversos especialidades, Fue 
acogido también con gran Interés en el extranjero. 

La primera edición muy pronto se agotó y surgió la necesidad de la segunda, 
Durante la preparación de ésta los autores realizaron un enorme trabajo para 
rehacer, mejorar y complementar su libro. La nueva, segunda edición salió en 
la Unión Soviética en 1968. 

La segunda versión liene mucho más material que la primera. Por ejemplo, 
en el primer capítulo (Elementos de la Teoría de conjontos) ha sido añadido el 
teorema de Cantor-Bernstein sobre la equivalencia de dos conjuntos cada uno de 
Jos cuales posee un subconjunto equivalente al otro, se han incluido nuevos temas 
sobre los números ordinales y transfinitos con la exposición, en particular, del 
axioma de selección, el teorema de Cermelo у olras proposiciones equivalentes. 
El segundo capítulo, además de los espacios métricos, contiene ahora los espacios 
topológicos. Fueron considerablemente modificados y ampliados los capitulos 
dedicados a los espacios lineales y funcionales y operadores lineales en ellos. Lo 
mismo se refiere a la parte del libro donde se expone la teoria de medida, 
funciones medibles y la Integral de Lebesgue: se da, por ejemplo, la demostración 
del teorema de Radon-Nícodim, que по aparecía en la primera edición, se explican 
las funciones con variación acolada y el integral de Slilljes. Las series y ei 
integral de Fourier, así como la teoria de ecuaciones integrales lineales forman 
ahora capítulos especiales y se exponen mucho más ampliamente, 

El libro se compone de 10 capítulos. En el primero se exponen los elementos 
de la teoría de conjuntos en un volumen muy superior sl que corrientemente 
aparece en los textos de Análisis Funcional. El segundo capitulo está dedicado 
a los espacios métricos y topológicos y a sus aplicaciones continuas. En el 
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tercer y cuarto capítulos se exponen los espacios lineales (normados y topológicos) 
y los funcionales y operadores lineales en ellos. En el capitulo cinco se estudian 
espacios con medida (sin topología) y la integración en ellos; aqui se expone la 
teoría general de la medida y de la integral de Lebesgue. Los espacios de funclo- 
mes sumables se consideran en el capitulo siete y los resultados de los capítulos 
5 y 7 se aplican en los capitulos 6 y 8, a la teoría de funciones de variable real, 
dedicados a las teorías de la integral indefinida de Lebesgue y de la diferencia- 
ción y a la integral de Fourier. El capítulo mueve se refiere a las ecuaciones 
integrales lineales y el capitulo diez a los elementos del cálculo diferencial en 
los espacios lineales. El último capitulo, asi como el segundo, tercero y cuarto, 
no exigen conocimiento de la teoría de medida y de la teoria de integración de 
Lebesgue. 

En el prefacio los autoras subrayan que dan “preferenci: linea abstracta 
de elaboración del curso”, tratando que el lector pueda “seguir la lógica interior 
del desarrollo de la teoría de conjuntos, la teoría general de las aplicaciones 
continuas de los espacios métricos y topológicos, la teoría de los espacios lineales 
y funcionales y operadores lineales en ellos, la teoría pura de la medida y la 
teoria de integración en los espacios generales con medida”. Sin embargo, 
nitidez y claridad de la exposición, la atención que dedican los autores a los 
problemas clásicos, relacionados con el material que se expone, así como la 
inclusión de temas como la teoría de diferenciación, series e integral de Fourier 
y ecuaciones integrales lineales, hacen el libro extremadamente útil e interesante 
para un amplio círculo de cientificos е ingenieros. 


